‘ Toegepaste Wiskunde deel 1 — 6°druk

Uitwerking extra opgaven hoofdstuk 6 Integraalrekening
6.1 Onbepaalde integralen
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Opgave 3
Jf X)dx = J‘(4x +——3dex x* +5In|x|- 3 +C
In3
s 3
Noem F(x)=x*+5In|x|- 3+C.

Berekenen van de constante C:

F(1) =5: 1+5In1-—> +C=5=C=4+—
In3 In3
De gevraagde primitieve:

F(x)=x"+5In|x|—
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Opgave 4
We berekenen achtereenvolgens de snelheid V(t), het tijdstip waarop het projectiel begint

te dalen, de hoogtefunctie h(t) en uiteindelijk de bereikte hoogte.
v(t)=[a(t)dt
=—[9,81dt
=-9,81t+C,
Als t=0s, danis v=100 nVs, dit levert op de vergelijking 100=0+C,, zodat C, =100 en
V(t) =-9,81t +100 (m/s).
Het projectiel begint te dalen op het moment dat v(t) =0:

V(t)=0=>-9,81t+100=0=>t = -2 =10,1936799 sec

De hoogtefunctie:
h=[vdt = [(-9,81t+100)dt
=—4,905t” +100t +C,
Alst=0s,danis h=0m, zodat C, =0 en h(t) =—4,905t? +100t (m)

De bereikte hoogte:
h (10,1936799) =509,684 m

Opgave 5
We berekenen achtereenvolgens de snelheid v(t), de remtijd, de afstandsfunctie s(t) en

uiteindelijk de remweg.

v(t)=[a(t)dt

:-th’dt
1
=—4[t2 dt
8
Alst=0s,danis V=% m/s, dit levert op de vergelijking % =0+C,, zodat C, = % en

v(t)=—tt+ 20 (mis).

Vervolgens lossen we op: v(t)=0.
3 2
B 8 120 2 _1203 . (12033 _
v(t)=0=-Stt+ R0 =200y (s,e.sj 5,3860867 sec

De afstandsfunctie:

s:jvdt:j(—gtﬁ+m)dt

3 3,6

=—§jtidt+1;§j1dt

_ 1842 [, 120
= 15t \/t_+ 3’6t+Cs

=y
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Alst=0s,danis s=0m, zodat C_=0 en s(t)= t\/_+120 t(m).

De remweg:
S(5,3860867) =107,722m

6.2 Bepaalde integralen
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'[t Jt ! { L, V41
T2 x\ T
2 1
e £X2+16dx_4{arctan(z l E(arctanl arctan0) = 5T
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Opgave 2
3 x 13
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5 In30 In3 In3 1In3

4 x4
) 0=j3de={3} 81 1 242
-1 1

IN3|. In3 3In3 3In3

6.3 Integralen door substitutie

Opgave 1
L dp 1
a Stel p=5x-3, hieruit volgt d—:5,zodat dx:gdp
X
Er volgt:

I(Sx—3) dx = Ip dp

10 1 5 310 C

I (5x—3) dx=1 j (5x-3)° (5x-8) dx
-] (5x-3f a(sx-8)

1 10
—E(Sx—3) +C

e
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b
8x _5 8x !
IS-e dx_Bje -(8x) dx

_5 8x 5 8X
_Sje d(8x)= e +C

jx3\/2+5~x4 dx:zlo“‘ (2+5-x4);(2+5~x4)'dx
20 (2+5 X )Zd(2+5-x4)

=%(2+5.x4)\/2+5-x4+c

St

Stel p=1+8t>, hieruit volgt ccjl_f = 24t?, zodat t*dt =%dp

Grenzen:t=0—>p=lent=1—> p=9.
Uitvoeren van de substitutie levert op:

isﬁ/n 8t3dt = ;i p%dp
5|2 > ’ 9
23w ] -aleve]

oo‘m

1
:_éj 1-x° d(l—x5)

——%In‘l— x5‘+C

Stel t = x> -5, hieruit volgt % =3x?, zodat x%dx :%dt
X

Grenzen: X=1—>t=—4 en x=3->1=22.
Uitvoeren van de substitutie levert op:

e
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3
J. cos(x)sin® xdx = J. sin® xd (sin x)
0 x=0

i Stel t=5-2p*, hieruit volgt dd—t:—8p3:> psdp:_%dt_
p
Uitvoeren van de substitutie levert op:

3t 35—2 p4

I 0° 372" dp:—éj Sdt=-1>_co-

+C
8In3 8In3

. 1 1
j I—de=j—2dx
16+9x 16+(3x)
Stel p:3x:>%:3:>dx:1dp
dx 3

Uitvoeren van de substitutie levert op:

[ oe®=] 5
_dx= [ —— dx
16 +9x 16 +(3x)

1 1 1 p
=2 dp=_“arctan| — |[+C
3.[ 16+ p? o1 (4)

1 3x
=5 arctan KIJ +C

Opgave 2
a

4 4 4 1
JZ—dX:4I—2dX
o X* —6x+18 o(x=3)"+9

i

_4 1_ _3))=4 L 3
—3(arctan4 arctan( 4))_ 3(arctan 4+arctan(4))

b Stel p=7-8t", hieruit volgt (ji_rt) _ 32t = 3%t = —%dp .

Uitvoeren van de substitutie levert op:

e
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:—ér_)—4+C
= L +C
32(7-8t")
c
Js' ! dx:i(lnx)“ldx:j(Inx)4(Inx)’dx:j(lnx)4d(lnx)
> xIn* x X 2 e

d
jcosgtdt = jcoszt-costdt
1
2" 2"
- (1—sin2t)dsint
1
57[
_leint—taindt | —o_f1_1)_-_2
_[smt §S|n tL[_O (1 3)_ 3
2
e

jcos(Bx) -sin(9x)dx = %I(sin (12x) +sin(6x))dx
= %J.sin (12x)dx +%J‘sin (6x)dx
= [sin(12x)d(12x) + . [ sin(6x)d (6x)

1 1
= —ﬂcos(12x)—ﬁcos(6x)+c

f Stel p=5-3x. Uit p=5-3x volgt x=%(5— p) en dx=—%dp.

Uitvoeren van de substitutie levert op:

Ixﬂdx=—éj (5-p)/pdp

1 r3 1, % 58
=_9J. (sz_pzldp=_9(5’3p2_5p2J+C

=—19(5_3x)\VB5-3x + 2 (5-3x)’\6—-3x +C
27 45
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g
1 1
- =n
4
I sin® xcos® xdx = j sin’ x cos? xsin x dx
0 0
1
—T
4

=— [ (1-cos’ x) cos” xd(cos x)
:ﬂ
4

=— [ (cos” x—cos* x)d(cos x)
0

4

1 3 1 5 4"
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3 5 o
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h Stel p=1+4v, hieruit volgt gp 4, zodat dv=%dv.
\'

. 1
Uit p=1+4v volgt v:z(p—l).

Grenzen: V=0—>p=lenv=2—->p=9.
Uitvoeren van de substitutie levert op:
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[ j x> 1+ x? dx :j X* - Xaf1+ X2 dx

Stel p=1+x?, hieruit volgt ‘;—p =2x = xdx=_dp.
X

Uit p=1+x° volgt x* = p—1.
Uitvoeren van de substitutie levert op:

J.XS\/1+ x? dx:J. X* - xa/1+ X% dx
=3[ (p-1 Vo= [ (0"-20+1)Vpop

3

5 3 1
=§Hp2—2p2+p2]dp
LA T

= (1+x° ) W—é(“x ) Jex? +1 5(1+° )\/1+7+C

N~

\A\H

j Gebruik sin’(x) :%(1—003(2x)) , zodat sin? (y5) = %(l—cos(ZyS))
Er volgt:
J.y“sin2 y° dy_ffy (1 cos(2y® ))dy
=§ y dy—EIy cos 2y )dy

=5 [yt dy—5 -5 [cos(2y*)d(2y")

:%yS—%sm(Zy )+C

6.4 Partiéle integratie
Opgave 1

d
J-XS In xdx:jx5 In xd(%xe)

1.6 1 6
=X Inx—g x°d(Inx)

1 1 1
==xInx—=| x®-=dx
6 6 X

_fx Inx—g x>dx

1
= = x5+
6x In x % C

e



‘ Toegepaste Wiskunde deel 1 — 6°druk

b We moeten de factor €** achter het d-teken brengen. Om e** achter het d-teken te
kunnen brengen, bepalen we eerst Iesx dx :

_[esx dx:%je:"‘xd(Bx):%e‘?X +C, zodat e3xdx=d(%esx).
Er volgt

1 1

Ix-e“dx: j xd(%e”)

0

x=0

1
1 3x 1 1J 3x
Zlx-e -~ |e’*dx
3[ 0 30

e+
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t
J-t2-4‘dt:It2d(4—]
In4
4" -t?

= S e
In4  In4)
_4‘-t2 _i
In4 In4)

t 2 . t
AT 2 rgl A
In4 In4) In4

t 2 t
=4t_2 4t_1J‘4tdt
In4 In4l Ind4 In4

4'-t* 2t-4 2.4
= - S+ 5+
In4 " (In4)" (In4)

4'-tdt

d  Gebruik sin(2x)dx—d(~} cos(2x))

Er volgt:

]jxsin(Zx)dx = J. xd(—%cos(Zx))

x=0

= [—% XCOS(ZX):|: +;Icos (2x)dx

n
0

ncos(2m)+0+ %[sin (2x)]

%(sin(2n)—sin0) = —%n

e
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e We voeren direct partiéle integratie uit volgens de formule
J. f(x)g'(x)dx = f (x)g(x)—jg(x) f'(x)dx,

waarbij f(x)=5-arctan2x en g(x)=x:

ISarctan(Zx) dx = 5xarctan (2x)—5J. xd (arctan (2x)) ( d(arctan 2x) = I ixz dxj
+

X

1+ 4x?

(1+4x%)
1+ 4x?

d(1+ 4x2)

=5xarctan (2x) —10_[ dx

=b5xarctan (2x) - EI

s dx

:5xarctan(2x)—%j T
+4x

= 5xarctan (2x)—%|n (1+ 4x2)+C

f
o
- 2xdxin(x) | —iix&dlnx
- Jede - [ o
S a
ek (o) ek
;

=3t?.e* -3 e3‘d(t2)

=3t?.e*—6| t-e*dt

=3t2-e3t—6.td(;e3t)

:3t2'e3‘—2t-e3t+2j‘e3t dt

=3t*.e* -2t-e* +§ec“t +C

e
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h
I(5x 4)cos(3x)dx = j (5x—4)d sm3))

%(5X 4)sin(3x)- % sin(3x)d(5x—4)
:é(Sx—4)sin(3x)—2: sin (3x) dx
= (5x—4)sin(3x)—g: sin(3x)d(3x)

Wl Wl

(5x—4)sin(3x)+ gcos(?ax) +C

6.5 Integratie door middel van breuksplitsing
Opgave 1

a De noemer is te ontbinden als x* —8x—20 =(X+2)(X—10).

4 A B

(x+2)(x—10)_x—10 X+2
4x = A(x+2)+B(x-10)

Kies x=10:40=12A:>A=%

Breuksplitsen leidt tot: . Hieruit volgt:

Kies x=—2: -8=-12B = B:%
Er volgt:

[t e[ g2 L
X° —8x-20 3J x-10 3) x+2

10 1 2 1
:SI 10d(x—10)+3j—2d(x+2)

X— X+

_7In|x 10+ In|x+2|+C

b De ontbinding van de noemer: X’ —16=(x—4)(x+4).

3 _ A,
(x—4)(x+4)_x—4 X+4
3=A(x+4)+B(x-4)
Kies x=4:3=8A:>A:§

De breuksplitsen is:

. Hieruit volgt:

Kies Xx=-4:3=-8B=B=-

| w

Er volgt:

e
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j 23 dx =2 idx—SJ' de
X —16 8 x-4 8J) x+4
1

sl Pl Pl

X+
:fln|x—4|—gln|x+4|+C

X—4
X+4

=322 +C

8

c De noemer is te ontbinden als p°—4p*+4p=p(p- 2)2 :

p+4 A B
PO T +
p'—4p"+4p p p-2 (p-2)
p+4=A(p-2)"+B-p(p-2)+C-p
Kies p=0: 4=4A= A=1
Kies p=2: 6=2C=C=3
Coéfficiént van p°: 0=A+B=B=-1.
Er volgt:

p+4 J‘ 1 J' 1 I
— " dp=| =dp-| ——dp+3| ——d
j P apap Jp d 2 (p-2)° :
1 1 -2
= —dp—.[ ——d(p-2 +3'[ p-2) d(p-2
[ o] S50(p-2)+3] (p-2)"a(p-2)
3

Breuksplitsen leidt tot:

> - Hieruit volgt:

=In]p|
d Breuksplitsen leidt tot: X > = A + B > . Hieruit volgt:
x—-3)" X=3 (x-
x=A(x—3)+B
Kies x=3: 3=B=B=3
Coéfficiéntvan x: 1=A= A=1.
Er volgt:
Sx S 1
I > dx:j dx+3j dx
< X2 —6X+9 . X—3 (x— 3)
2
1 -2
:_(|)'X—_3d(x—3)+3£(x—3) d(x-3)
1 2
3| -3
-[mp-af -3 5|
:In|—]4—ln|—3|—3(_—1—_—3)
=—In(3)+2

e
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e De ontbinding van de noemer: t* —6t* =t*(t—6).

De breuksplitsen:

2 _A B, C
t?(t-6) t t* t-6
Hieruit volgt:

12=At(t—6)+B(t—6)+Ct’
Kiest=0:12=-6B=B=-2
Kies t =6: 12=36C:>C=%
Coéfficientvan t?: 0=A+C = A=—%.

Er volgt:

12 1J' 1 J‘ 1 1J' 1
dt=—2| =dt-2] =dt+>| —dt
It3—6t2 3J t t? 3) t-6

2
—%In|t|+?+%ln|t—6|+c

f
I 24)(——’_5(])(:2]A 22)(—+6dx_7j 2;dx
X +6Xx+13 XS +6Xx+13 X°+6x+13
:2J' Z;d(x2+6x+13)—7j. ;zd(x+3)
X“+6Xx+13 (x+3) +4
:2In(x2+2x+5)—7arctan(x—+3)+c
2 2
g
j 1T 2x—8 ? 1 d
x* —8x+20 24 X2 8x+20 x> —8x+20

N~

(x* —8x+20) +4Iﬁd(x—4)
X

2
[In ‘xz —8X+ ZOH2 + Z[arctan (X;‘lﬂ
! 2 )

(IN8-1n13)+2 (arctan (-1)-arctan (—2))

8 1 3
In (E)—§n+ 2 arctan (E)

2
! x+20

Il
N|

1
2
1
2

e
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h De ontbinding van de noemer: x* —7x° +10x* = x* (x—5)(x—2).
Breuksplitsen leidt tot: — x+10 ZA+E+L+L.Hieruitvolgt:
x*(x=5)(x-2) x x* x-5 x-2
x+10= Ax(x—5)(x—2)+B(x-5)(x—2)+C-x*(x—2)+D-x*(x—5)
Kies x=0:10=10B=B=1
Kies x=2:12=-12D=D=-1

Kies x=5: 15=75C:C=%

Coéfficiéntvan x*: 0=A+C+D=A=-C-D=-_+1=

all -

Er volgt:

I Z X+310 de:4J- ldx+J- izdx+lj‘ idx—j de
X" —7x° +10x 5) x X 5) x-5 X—2

4 1 3
:gln|x|—;+gln|x—5|—In|x—2|+C




