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Toegepaste wiskunde voor het hbo, deel 2
Uitwerking paragraaf 5.13 (Her halingsopgaven van hoofdstuk 5)

augustus 2009

Opgave l

Beschrijf en teken in eexyz-assenstelsel de volgende opperviakken.
a z2=X*+y’—4x+2y+6
b X +4z° =y?

Uitwerking onderdeel a
z=xX’+y?—4x+2y+6
Doorsnijden met grondvlak =0:
0=X*+y’—4x+ 2y+ 6= X" — X+ y’+ X+ 6= O
X —4Xx+4-4+ Y+ y+ - 6 =
(x-2)° - 4+(y+1° -1+ 6= 0= (x— 2 +(y+ Y=
Omdat de som van twee kwadraten niet negatief igamszer geen enkel punt van het oppervlak dat in
het grondvlak ligt.

Doorsnijden met een vlak evenwijdig aan het groakle@n hoogte minstens 1 geeft een cirkel:
bijvoorbeeld snijden met het vilak=5 geeft via een berekening als hierboven:

5=x2+y2—dx+2y+ 6= (x— " +(y+ }" = ¢
Dit is een cirkel in het viak =5 met middelpun{2,-1,5 en straal 2.

Doorsnijden met achtervlak=0
z=0+y* -0+ 2y+6=>z=y*+ + €
z=(y+1)° -1+ 6= z- 5=(y+ 3’

Dit is een parabool

Doorsnijden met zijvlaky =0
z=x"-4x+6

z2=(x-2)" -4+ 6=> z— 2=(x- 2’
Ook dit is een parabool

Hiernaast staat een Maple-plot van de paraboloide.
Dex-as is getekend van -2 tot 6, @as van -6 tot 6 en deas
van 0 tot 10.

Uitwerking onderdeel b
2+ 47 = yz
Doorsnijden met grondviak =0:
X*+0=y*’=>x*=y*’=x=y of x=-y
Dit zijn twee rechte lijnen in het grondvlak.




Doorsnijden met een vlak evenwijdig aan het groaklgeeft een hyperbool, kies bijg=1:
X+4=y* = x*-y’=-4

Doorsnijden met achtervlak =0 geeft twee rechte lijnen:
0+472=y*’=>y=2 ofy=-2

Doorsnijden met een vlak evenwijdig aan het acta&rgeeft een hyperbool, kies bijx.=4:

2 Z2

16+ 47 =y > i —yi=—16m Y Lo ¥ 2
16 4 & 7

Doorsnijden met zijvlaky = 0:
X*+42°=0=>x=0 énz= |
Dit geeft slechts één punt, namelif 0,0,0

Doorsnijden met een vlak evenwijdig aan het zij\aleft een
ellips, kies bijv.y =2:
2 2
X +az72=4=2 +Z =
22 1
Hiernaast staat een Maple-plot van de paraboloide.
Dex-as is getekend van -6 tot 6, @as van -8 tot 8 en deas

van -5 tot 5.
Opgave 2
Gegevenu =€*(x-y). Toon aan dag—u+? =u.
X oy
Uitwerking
u=e€*(x-y), dus
-0 () fx-y)+ e B (x-y) = &llix—y)+ E0F Elfx—y+ )
ox 0x ox
en
N -1 =-e
oy
Dus geldt:
%+3—;:ex[ﬂx—y+])+(—é(): é[ﬂx—y):u

Hiermee is aangetoond wat aangetoond moest worden.

Opgave 3
Door een weerstandsdraad met gemeten weer®an(d, 5+ 0,5 Q gaat een elektrische stroom met

een gemeten sterkie=(2,5+ 0,09 A. Gedurende een tijdsduti (10+ 0,5 < ontwikkelt zich een
hoeveelheid warmt€ = Rl *t . Geef een schatting van de maximale relatieveifoQt

Uitwerking
Voor de gevraagde maximale relatieve fout geldt:



0Q \R+|9Q [+
IAQIZ‘aRAR‘Jr‘m Ao At‘:|I2tAR|+|2RItAII+|RI Ml _
Q Q [Ri]
_I#arl | 2Rital] | |Ri A |AR| il latl
R IR [RIA e
=95, 205, 05 L _1+_1:_127~ 0,4233

15 2,5 10 3 25 20 300
Opgave 4
Twee lichamen met masbhenm hebben een massamiddelpuntsafstatwbor de aantrekkingskracht
tussen deze lichamen geldt= YM_gn’ waarbij y de gravitatieconstante is. Geef een schatting ean d
r

maximale relatieve fout iR op grond van de volgende meetgegevens:
=(7,0£ 0,09 k¢, m=(2,0£0,00 kcenr=(50+0,09 m.

Uitwerking
Voor de gevraagde maximale relatieve fout geldt:
oF oF oF m M Mm
AM |+ Am +|—Ar —AM | +|y— Am +|-2 —Ar
AF| _ [om ‘ am”{ or Lyrz Ty ! -
[d |F Mm
\aere
r
_[yrAM |+ [yMrAm +[2yMmaAr| _ [ymrAM]| | [yMram] | [2yMmAr| _
[yMnr | lyMmr|  [yMmr|  [yMnr|
_laml [am olarf_0,05 0,02 005 1, _L 183 a7t
Ml Iml Il 7,0 2,0 50 140 50 50 700
Opgave5
dy

Bepaald—, uitgedrukt inx eny, van de impliciet geschreven functie.
X

a (sinx)(siny) - & = (

b In(x2+y2)—arctan¥: C

Uitwerking onderdeel a
De impliciet gegeven functiésinx)(siny) - & = (is te schrijven als
F(xy)=0, metF(x y)=(sinx)(siny)- & .

oF

dy dy _ ax
Voor —= geldt dani—= = --%2-,
ox O dx OF

ay

Hieruit volgt:



ax __(cosx)(siny)- &y
dx OF  (sinx)(cosy)- & X
oy
Uitwerking onderdeel b

De impliciet gegeven functitn (x? + y?) - arctan? = Cis te schrijven als
X
F(xy)=0, metF(xy)=In(x* +y?)-arctar’ .
X
oF
dy dy __ax
Voor — geldt dan-— =—->22-.
ox dx  OoF
oy
We bepalen eersqE ena—F afzonderlijk:
0x ay
oF_ 1 51 [ﬁ_yj_ X,y _ Xty
-2 2 2 V2 T2 2 2,92 2 2
oX X°+y (yj+1 X X“+y® y°+x° Xty
X
OF_ 1 . _ 1[ﬁ1j_2y X _ X
T2 .2 2 TN 2 2av? w2a o2
dy X +y (yj+1x X“+y° y +x® X°+y
X
Hieruit volgt:
oF 2x+y

dy__ox__XHy Xty Xty

dx OF  2y-X 2y-X X—2y
ay X2+y2

Opgave 6

Gegeven de functieg = 3x* + 2y®. LET OP: er staat een foutje in de opgave!

Het punt(x, y) doorloopt de cirkel met middelpu@(0,0) en straal 3 in hety-viak. Differentieerz
naar de hoelg , die de voerstraal maakt met de positieve richteg dex-as.

Uitwerking
Omdat(x,y) de cirkel met middelpun®(0,0) en straal 3 doorloopt geldt:
Xx=3cosp eny=3sing.
Voor de afgeleide vaz = 3x* + 2y® naar de hoelp geldt:
dz _ozdx 0z dy _ . B
6 xdp +a—yw =6x[{—3sing) + 4y 3cop) =
=6[Bcowp [{— 3sip)+ 4 3sip){ 3cey =

=-54sing cog+ 36sip cas=- 18sin ops - 9kiR):.



Opgave7
Bepaal de stationaire kritieke punten en hun dakde maximum, minimum of zadelpunt) van de

functie f (x,y)=x*—y>—-6xy+2

Uitwerking
Voor de stationaire puntefix, y) geldt dat de beide partiéle afgeleiden gelijk ranetijn aan 0.
Er geldt:

of of

—=3x"-0-6y+ 0= X’ - & en—=-3y’ - 0-6x+ 0=-3° - &
0x ay

Nulstellen levert twee vergelijkingen:

M 0= a-by=0my=L1x
ox 2
ﬂ:0:>—3y2—6x: 0= x=-1y?
ay 2

De tweede vergelijking invullen in de eerste geetft:
2
y:%(—%yz) =y'-8y=0=> y(y3—8) =0=>y=0o0fy’=8>y= 0of=:
y =0 invullen in de tweede vergelijking levert:=0
y =2 invullen in de tweede vergelijking levert:= -2
Er zijn dus twee stationaire puntér, y) =(0,0) en(x,y)=(-2,2)

Voor het bepalen van de aard van de stationaireepurebben we de tweede afgeleiden nodig:

2 2 2
-9 Z =6x, B= o'f =-6 enC:a ]; =-6y.
0X oxay oy

Voor de HessiaaH geldt dan:
H = AC - B? = 6x[[-6y) - (-6)" = —36¢/ - 3¢
In het punt(x, y) =(0,0) geldt dan:H =-36[DD- 36=- 36< (. Hier is dus sprake van een
zadelpunt. Voor de-codrdinaat geldtz= f (0,0)= 0- 0- O+ 2=
In het punt(x, y) =(-2,2) geldt dan:H =-36(-2)[(2- 36= 144 36 108 .Bovendien geldt:

92 f
A=

A

=60{-2) =—12< C. Hier is dus sprake van een lokaal maximum. Vewxcboérdinaat geldt:
z=1(-2,2=(-2°-2-6-202 =2-8 § 24 2 1

Opgave 8
Bepaal met de kleinste kwadratenmethode de eeasiggfunctie die de puntdr2;7,7), (-1,4,2),

(0;1,9), (1,-1,39 en(2;-5,0 het best benadert.
Uitwerking
D> x=(-2)+-1+ 0+ 1+ 2= C
> % =(-2)" +(-D*+ G+ P+ 2= 1
> y=7,7+4,2+ 1,8 (- L,p+(- 5= 7,
xy=(-2)7,7+(-204, 2 @18 o~ 1)3 #- 5)6- 30



aantal waarnemingen: 5

Normaalvergelijkingen van Gauss:
all0+b[0=-30,9 19:—30,% a=- 3,089- ¢
al0+bb=7,4 H=7,4 b= 148 15

Gevraagde eerstegraadsfunctie:
y=-3,Ix+1,k

Opgave9
Benader met behulp van de kleinste kwadratenmettiedeeetpuntef0;1,9), (12,5, (2;4,1),

(3;6,4), (4,10,0 door een parabool van het tyge= a+bx.

Uitwerking
We leiden eerst de formules af waarmaesnb te bepalen zijn. Dat gaat op dezelfde manierals d

afleiding van de normaalvergelijkingen van Gaussr\et bepalen van een rechte lijn met de kleinste
kwadratenmethode. We kiezen een parabool, zodanidedsom van de kwadraten van de afwijkingen
ten opzichte van deze parabool zo klein mogelijiist afwijking bedoelen we de verticale afstand
tussen een punt op de parabool met dezeHo®rdinaat en het meetpunt. De waardenyap de

parabooly =a+bx* krijgen we door invullen van dewaarde. Bijx, hoort voor iedere waarde v&n
dey-waardey(x, ) =a+bx’
Voor n meetpunten is de genoemde som van de kwadrdtemb) = Z(a+ bx, > — yk)2
k=1
Dit is een functie is van twee onafhankelijke vibelena enb. We willen een minimale waarde van
f (a,b) bepalen. Het is dan noodzakelijk dat de partitdelaiden van de eerste orde gelijk zijn aan

nul. Dus moet geldegf— =0en o _ 0.
oa db

Op vergelijkbare wijze als in paragraaf 5.12 |eigentwee vergelijkingen af. Let op: er staatxt in
plaats vanx, en de rol vara enb is verwisseld. De vergelijkingen zijn:

4 2 2
b;xk +3-kZ:;Xk _;(Xk yk)’ Oftewel{azxk2+bzxkz :Z(xkzyk)
bixk2+na=iyk NN’ 2%
In de gegevenkslituatie vank c;e opgave geldt:
D x2=07+12+ 22+ 3+ 4= 3(
D% =0"+1"+2'+ 3'+ 4'= 35¢
D Y, =19+ 2,5+ 4% 6,4 10,6 24,

D> x2y, =020,9+ F2,5 204, 3164 41 100 23¢
aantal waarnemingem=5

We bepalera enb met behulp van bovenstaand stelsel en vinden:



al30+b[B54= 236,5: a= 1,9
5a+b[B0= 24,9 b= 0,5
De gevraagde vergelijking van de parabool is daarme
y=1,98+ 0,56’

Opgave 10

DriehoekABC heeft twee vastehoekpunt@(0,0) en B(3,0). HoekpuntC beweegt zich langs een
rechte lijn met parametervoorstelling=3t en y =2+ 2t. Bereken snelheid waarmee hdekerandert
op tijdstipt =1.

Uitwerking
Het punt C beweegt zich in een rechte lijn. ©p0 bevindt C zich in het pur{0,2), opt =1 ligt C in

het punt(3,4). Maak een tekening van de situatie.

Voor de hoek A, die wer noemen, geldttan(a) =Y :%.
X

Hieruit volgt: a = arctar(z+ Zj
De gevraagd snelheid %%
Er geldt:

da _d 2+ 2)) _ 1 302-( 2 PO

P arcta 3 = o o E (2)°

(%5
3t
2 — —
ot E|—6 _ 6

_9t2+(2+ 2)° 9? 13°+8+ 4

da -6 6
Opt=1geldtdus] —| =|——| =-_rad/s=-0,24rad
pr=29 [ ot 11 [132 ra+ 4L 25



