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Uitwerking herhalingsopgaven hoofdstuk 4, paragraaf 4.12

. X 0 . X 1 1 1
1 a lim 3 =|=|=lim—————— = Ilim = — =3.
x>0x3+2x \0) x>0x(x242) x>0x2+2 0%+2
COS X 1 COS X 1
b lim cosx bestaat niet, want lim—— = — = 4+ en lim—— = — = —o0.
x—0 X 0o X 0" xT0 X 0~

X 0 X 3x
© ok S'”(3X) i IXTO](E Sm(3x)j (6) B (Ix'm§j(lx'w sin(BX)J =0:4=0

d IimX +2X— %) X(X +2) = lim X+ 2 0+2=3;y=x/fiscontinuvoor

x>0 X3 + 4x 0xx +4) x>0x2+4 0+4 2

2

X 2X
t_f dus lim 3+ :\/E:E\/fi
x>0\ x%+4x V2 2

!

2xX I'Hopital 2x 2X
e Iime 1:(9 = Iim—(e '1) :'mZe =2
x—>0 X 0 x—0 (x) x—0
. x?+3 0+3
f lim = =
x—0 X+1 0+1
2 a
2
X X 1
i X2+3X+2_(f)_"mx+3x2+2x2
X—>00 3X2+4 B 0 X )(2
3—5+4—
X X
1 1
I3t 1i040 o
= lim 1X = =3
X—>00 3_'_472 3+0
X
b
X N 2 1+ 2
w2 2 v y2
lim X+ 2 :(fj—llm X2 x* _jimx_x2 _0+0_,
x> X2 — 4 0 X0 X 2 1 X% 4 1 1-0
c
1 x° 1 3
1-x5 (=0) . 2 2 . 2 % 0-w
lim = (—) = lim 2——2— = lim = =—
x>03x2 +1 \ oo oo X2 1 xom g 1 3+0
SO +—
x2  x? X
d lim tanx bestaat niet omdat tan x voor grote waarden van x niet begrensd is; steeds
X—w X

weer heeft zijn grafiek verticale asymptoten;
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e Ergeldt: -1<cosx <1

Voor negatieve x geldt daarom

X
. .1 .
Bovendien geldt: lim == lim —=0.
X—>—0 X X—>—0 X

De insluitstelling gebruikend vinden we lim COSX _ g

X—>—w X
COs X

Omdat de y = e' continuisvoor t =0 geldtnu: lime *x =e® =1,

X—>—00

f lim e *sinx bestaat niet, want lim e ™ = en -1 <sinx <1.
X—>—00 X—>—00
2
a “mu lim & lim—>"__ — 3 _1
x—3 x2 -9 x—>3(x—3)(x+3) x>3(x+3) 3+3 2

(sin(st))® . (sin(St) sin(5t) 3t 5-5]
IMm————— = 1im . . . =
t->0 ttan(3t) t—ol 5t 5t tan(3t) 3

_4.1.1.25 _ 25 _gl
=1-1-1 ?—?—87

w

-1 sinu 1
c Ergeldt: -1 <sinu <1.Ditgeeft: =< — < —
JJ Ju o Ju
Bovendien geldt: lim —= = lim —— =0.
g u—>oo\/_ u—)oo.\/_
sinu
Met de insluitstelling geeft dit: lim —— =0
U—o0 \/a
d
2 2 _
Ilmy—2 (0)—“ y 2 _1 22:—00
yle -2y +1 0 yTl(y 1) (O‘)
2 . 2 _
En dus limarctan 2y—2 = arctan Ilmy—2 = (arctan(—0)) = in
! ye—2y+1 yMmy? —2y+1 2
e
s 4+3 .. s% 35 e 3
lim ——— = lim +lim—=lm—+1lim—=0+0=0
s> 552 s—0 552 saw552 soo 5 s—wo 5s
f Iimibestaat niet omdat In x niet bestaat voor x < 0.
xT0 In X
Daarom bestaat lim X ook niet.
x—>0|nX
X
a =f(x) = ——m—
y %) X2 +3x+2

hor. asymptoten:
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X

2
lim f(x) = Ilm——(—j: lim ——% =
X—>00 X=X 4 3X + 2 0/  x—>® X X 1
—+35+2—
X X X
1
= lim 3X 5 = 0 _
x—>ool+7+72 1+0+0
X X
Op soortgelijke manier: lim f(x) =0
X—>—00

Dus de lijn y = 0 (x-as) is horizontale asymptoot naar rechts en naar links.

vert. asymptoten.
Kandidaten zijn de waarden van x waarvoor f(x) niet bestaat. Dus de nulpunten van de

noemer komen in aanmerking.

We lossen op: x? +3x+2=0.

Ditgeeft: (x +2)(x+1)=0=>x=-2vx=-1

Limietberekening moet zekerheid geven over de aanwezigheid van verticale
asymptoten.

Bij x =-2:

I|mf(x) lim —— — lim X —( 2 j——oo
xT-2x2 +3x + 2 XT—Z(X+ 2)(x+1) 0 -(-1)

Ilmf(x) lim — — lim X = 2 = +0
T xl2x% 4 3x+ 2 X¢—2(X+2)(X+1)_ ot (<)

Conclusie: de lijn x = —2 is inderdaad verticale asymptoot (zowel van links als van

rechts)
Bij x =—
lim f(x) = lim ———— — lim X —( _lJ—+oo
xT—1 xT-1x2 +3x + 2 xT—l(X+2)(X+1) 1-0° l
X X -1
lim f(x) = lim——— = lim = = —o0,
xd—1 (x) x¢—1x2+3x+2 x¢—1(X+2)(X+1) (1-O+j
Conclusie: de lijn x = —1 is inderdaad verticale asymptoot (zowel van links als van
rechts)
X+ 2
y () X2 +3x+2

hor. asymptoten:

X 21
X + 2 o) FER
lim f(x) = lim ————=|— 1= lim —
X—>—00 X—>—0 X 4+ 3X + 2 0 X—>-0 X X 1
2t3 5t
X X X
1 1
MW 0+0
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Op soortgelijke manier: lim f(x) =
X—>00

Dus de lijn y = 0 (x-as) is horizontale asymptoot naar rechts en naar links.

vert. asymptoten.
Kandidaten zijn de waarden van x waarvoor f(x) niet bestaat. Dus de nulpunten van de

noemer komen in aanmerking.

We lossen op: x2 +3x+2=0.

Ditgeeft: (x+2)(x+1)=0=>x=-2vx=-1

Limietberekening moet zekerheid geven over de aanwezigheid van verticale

asymptoten.
Bij x ==
lim £ () = nmLz:(g)
xT-2 xT-2x° +3x + 2 0
X+ 2 1 —i—ll

B >!-?—2(x +2(x+1) JITTZ(X +1) -1

Op soortgelijke manier: I|¢m2 f(x) =1.
b

Conclusie: x = —2 is geen verticale asymptoot. Er is sprake van een ophefbare
discontinuiteit; er zit een perforatie in de grafiek.

Bij x = —1:
X+ 2 . X+ 2 1

lim f(x) = im ————— = lim = = —0,
R T2 132 Aa(x+ D(x + 1) (1-OJ
lim £(x) = lim—>+2  _ jim—%*2 :( L j:m.
xd-1 xb-1x2 4+ 3x + 2 xi—l(X+2)(X+l) 1-0*
Conclusie: de lijn x = —1 is inderdaad verticale asymptoot (zowel van links als van
rechts)

2

X+ X

c =f(X)=————

y="1K) X2 43X+ 2

hor. asymptoten:

X" X
2 w2 2
|imf(x):|.mi—(f)=|im X~ X _
X—>0 x—0 X 4+ 3X + 2 o0 X—® X X 1
2 t3 t2 5
X X X
1
. 1+; 1+0
= lim T 5 =1
X%wl-l-*-f-iz 1+0+0
X X
Op soortgelijke manier: lim f(x) =1.
X—>—00

Dus de lijn y =1 is horizontale asymptoot naar rechts en naar links.

vert. asymptoten.
Kandidaten zijn de waarden van x waarvoor f(x) niet bestaat. Dus de nulpunten van de

noemer komen in aanmerking.
We lossen op: x2 +3x+2=0.
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Ditgeeft: (x +2)(x+1)=0=>x=-2vx=-1
Limietberekening moet zekerheid geven over de aanwezigheid van verticale

asymptoten.
Bij x = -2:

X2 + X . X2 + X 4-2
I|mf(x)—I|m— lim = = 400,

AoxZ 1 3xe2  x2(x+ 2)(x+1) 0~ - (1)

X2 + X . X2 + X 4-2
lim f(x) = im ——— = lim = = —0
x{-2 d2x? 13x+2 x2(x+2)(x+1) L0 -(-1)
Conclusie: de lijn x = —2 is inderdaad verticale asymptoot (zowel van links als van
rechts)
Bij x = —1:
lim f(x) = lim L (gj
xt-1 xT1x2 +3x+2 \0

_im x(x +1) _im _(—1)
xT— 1(x+2)(x+1) xT—l(X+2) 1
Op soortgelijke manier: I|¢m f(x)=-
x+—1
Conclusie: x = —1 is geen verticale asymptoot. Er is sprake van een ophefbare
discontinuiteit; er zit een perforatie in de grafiek.

x3 — 6x

d —fx_—
y ) X2 +3x+2

hor. asymptoten:
3
lim f(x) = lim —X_—6%__ [fj _

2

X—>00 X—0 X4 4+ 3X + 2 0
x%  6x y 6
. w2 y2 . Ty 0+0
= lim — X X = lim X _ - =
X—>® X X 1 x»w, 3 2 140+0
X X X X X

Op soortgelijke manier: lim f(x) = —o0
X—>—0

Er is dus geen horizontale asymptoot.

vert. asymptoten.

Kandidaten zijn de waarden van x waarvoor f(x) niet bestaat. Dus de nulpunten van de
noemer komen in aanmerking.

We lossen op: x2 +3x+2=0.

Dit geeft: (x+2)(x+1)=0=x=-2vx=-1

Limietberekening moet zekerheid geven over de aanwezigheid van verticale

asymptoten.
Bij x = —2:
x3 — 6x x3 — 6x —8+12
lim f(x) = lim ————— = lim - = 4o,
xT-2 xT-2 x2 +3x+2 xT—Z(x+2)(X+1) 0~ -(<1)
6X . x3 — 6x —8+12
lim f(x) = ||m— im = - o
x4-2 xt-2x2 +3x+2 x2(x+2)(x+1) \0*-(-1)
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Conclusie: de lijn x = —2 is inderdaad verticale asymptoot (zowel van links als van

rechts)
Bij x = —1:
x3 — 6x x3 — 6x -1+6
Ilmf(x)_llm— lim = = -0,
xT-1x2 +3x+ 2 a1 2D(x+D  1-0°
— 6X . x> — 6x -1+6
lim f(x) = lim ——— = lim = =
xT-1 x-1x2 +3x + 2 xi—l(X+2)(X+l) 1-0*
Conclusie: de lijn x = —1 is inderdaad verticale asymptoot (zowel van links als van
rechts)
3
o y = f(x) = X X+1
hor. asymptoten:
X x 1 2 1
3 ———4— X =1+—
|imf(x)=|imx—x+1=(fj=|im X_X_X _ |im X = o
X—>0 X—>0 X 00 X—>0 5 X—>0 1
X

Op soortgelijke manier: lim f(x) = o

X—>—00

Er is dus geen horizontale asymptoot.

vert. asymptoten.
Kandidaten zijn de waarden van x waarvoor f(x) niet bestaat. Dus de nulpunten van de

noemer komen in aanmerking. x = 0 is dus een kandidaat.
Limietberekening moet zekerheid geven.

3_
lim £ (x) = lim X=X *1 _ (i) S
xT0 xT0 X 0~

3_
lim £ (x) = limX—X+1_ (ij —
x40 x40 X 0"

Conclusie: de lijn x =0 (y-as) is inderdaad verticale asymptoot (zowel van links als
van rechts)

f y:f(x):3+1+2e‘x
X

hor. asymptoten:

lim f(x) = Iim(3+l+2exj=3+0+0=3
X

X—00 X—>00
lim f(x) = lim (3+1+26_X)=(3+0+oo) =
X—>—00 X—>00 X

Er is dus een horizontale asymptoot naar rechts, nl de lijn met vergelijking y = 3.

vert. asymptoten.

Kandidaten zijn de waarden van x waarvoor f(x) niet bestaat. x = 0 is dus een
kandidaat.

Limietberekening moet zekerheid geven.

Toegepaste Wiskunde, deel 1 Uitwerking herhalingsopgaven hoofdstuk 4 Pagina 7 van 12



lim f(x) = Iim(3+£+2e_x) :[3+i+2-1J: —
xT0 xT0 X 0~

I|mf(x)_llm(3+l+2e Xj:(3+i+2-1j:
2 X ot

x40

Conclusie: de lijn x =0 (y-as) is inderdaad verticale asymptoot (zowel van links als

van rechts)

3

f(x) =

) 4x — 6
De noemer is gelijk aan nul als 4x — 6 = 0, dus voor x = ;
I|m f(x) = I|m i = —oo en lim f(x) = lim 3 3

T xP24x -6 0~ xd3 x{24X -6 o+
Er is dus een oneindige discontinuiteit voor x = g

— 2X

f(x) =

(0 = 4x — 6

De noemer is gelijk aan nul als 4x — 6 = 0, dus voor x = ;

3-2x (9) _ Iimﬂ _lim=2 =
x13 4(X_g) xt3 4

1
Ilpw f(x) =Ilim -3

x124X — 6 0

Op soortgelijke wijze: lim f (x) = -
X3
f(g) bestaat niet,
2

Er is dus een ophefbare discontinuiteit voor x = g

f(x):%

f (x) bestaat niet voor x = 0.

nmf(x)_nmu_nm—X:lim‘—l:_l
xT02x  xTo2x xTo 2 2

lim f (x) = I|mu Cim X S gimi ot

x40 xl02x  xl02x xTo2 2

Eris dus bij x = 0 sprake van een eindige sprong discontinuiteit.

. 2
F(x) = (sin (fx))

f (x) bestaat niet voor x = 0.
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. ~(sin(3x))® (0 -
lepg f(x) = le?gf = (6) = (I'Hopital)

_im 2(sin(3x))" - cos(3x) - 3
X710 1
Op soortgelijke manier: IiH)l f(x)=0
X

= Iim(Gsin(sx)cos(Bx)) =0

Er is dus een ophefbare discontinuiteit voor x = 0.

9 — x2

f(x) =
° ) (x-3)°

f (x) bestaat niet voor x = 3.

lim £ () = lim - X::(EJ_ (IHopital) = lim 2 X ( -6 2j=_oo

XT3 (x - 3) 133(x - 3)? (07)
2

I|m f(x) = I|m 9 - X - = (gj = (I'Hopital) = I|m —2x 6 = | = oo
13 (x —3) 0 133(x - 3)° 3.(0")

Er is dus een oneindige discontinuiteit voor x = 3.
X+ 2

f f(x) =
) X2 -x-6

f (x) bestaat niet als de noemer 0 wordt, dus niet voor x = —2 en niet voor x = 3.

Bij x = -2:

X+ 2 0 1 1 1
lim f(x) = I|m—= — | = (I'Hopital) = Ilm—:—=—f
109 = lim 2 < (G) = vt im s -
Op soortgelijke manier: I|m f(x) = -g
Er is dus een ophefbare dlscontmwtelt voor X = —2.
Bij x = 3:
. . X+ 2 X+ 2 1 1
limf(x) =lim————=Ilim————— = lim——— = — = -
xT3 (x) 3 x2 _x—6 xT3(X—3)(X+2) xTS(X—3) 0~ *
limf(x) = lim—>"2  _jim—2%*2 iyt 1 _
x43 W3x2 _x—-6 x¥3(x=3)(x+2) xi3(x-3) o0of

Bij x = 3 is er dus sprake van een oneindige discontinuiteit.

a
f(x):x6+i6:x6+x‘6:>f’(x):6x5—6x‘7:6x5—£7
X X
b
1 1 -2t
f(x):2—+2x+3:7+2x+3:x 24+ 2X+3=>
X'\/; X?
3t 5 1 -5
fr(x)=(22)x 2 +2=-2."_12= +2
() ( 2) 2 % 2x3x
c
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(2t+1)-3-(3t+5)-2 6t+3-6t-10 -7

f'(t) = =
(2t +1)° (2t +1)° (2t +1)°
d
g(X) =(x=4)(x+2)+(x+5)(x+2)+(x+5)(x-4)
=X2 - 2X -8+ X2 +7x+10+ X% +x-20
= 3x? + 6x — 18
e
o) - (t2 —4)(2t +2) - (t* + 2t - 3)(20)
- 2
(t2—4)
(2t o2 —st—8)—(2t®+4t2—6t) —2t2-2t-8 -2(t2+t+4)
- 2 - 2 - 2
(t2-4) (t2 - 4) (t2 - 4)
f
1
0(x) = —(2x-1) voor 2x-1<0 |l—2x wvoor Xx<3
2x -1 voor 2x-1>0 2x —1 voor X>%
-2 voor x<%
g'(x) = )
2 voor X >3
a
f(x) = 1,1 (tanx) " + (cosx) "
tanx  CcosX
F/(x) = (=D)(tan ) 2 —2— 4 (~D)(cos ) (~sinx) =
(cos x)
(cosx)® 1 sin x
- 2 7 T 2
(sinx)“ (cosx)“  (cosx)
_sinx 1
(cosx)®  (sinx)”
b
, 1 . —sin x
f'(x) = ——(=sinx) = ————
1+ (cosx) 1+ (cosx)
c
g2 L1 1 1
2y/In(arcsinx) aresinX 1 — x2  arcsin x./In(arcsin x)y/1 — x2
d
f'(t) = 25" (In2) cost + 2cost + cos(2t) - 2 + 2(sint)" - cost
= In2- 25" cost + 2cost + 2cos(2t) + 2sint - cost
a

xIny + (siny)® = e¥
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d(xlny+(sin y)2) —d(e¥) =
d(xIn y)+d((sin y)z) =deY) =

dx-Iny + xldy + 2(sin y)l(cos y)dy = e (dx -y + xdy) =
y

(Iny - ye®)dx = [—5 — 2sinycosy + xexy]dy
y

dy _ Iny — ye¥
dx

—); —2sinycosy + xe¥

~ ylny —y%e ~ y%e® —yiny
—Xx—2ysinycosy + xye™ x4+ 2ysinycosy — xye?

y2 4+ x? :1+sin(1j
X

d(y? +x?) = d(1+sin(zjj

X

d(y? +x?) = d(1+sin(ln =

X

d(y?)+d(x?) = d(l)+d(sin(¥j} =

2ydy + 2xdx = 0 + Cos(lj . d(lj =
X X

2ydy + 2xdx = cos(lj : xdy;zydx =

X

2ydy + 2xdx = cos(lj . (ldy - lzdxj =
X X X
(Zx + izcos(ln dx = (—Zy + cos(lj : lj dy =
X X X/) X
y y 3 y
2X + —-C0S| — 2X cos| =
dy _ % (Xj: i (xj
dx —2y+1cos(yj —2X2y + XCOS y)
X X X
b Controle:
het punt (—2,1) ligt op de kromme, want: (-2)° +2-(1)> =4+2=6
dy

We bepalen ™ in het punt (-2,1).
X
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10

11

x> +2y° =6=

2xdx + 4ydy = 0 = xdx = -2ydy = dy__x
dx 2y
dy) -2
In het punt (-2,1) geldt: | = =——=1
punt ( ) (dx (=21) 2-1

De raaklijn heeft dus vergelijking y =1-x +b.
Het punt (-2,1) geeft: 1=-2+b =b = 3.
De vergelijking van de raaklijn isdus: y = x + 3.

De vergelijking y — x =1 is te herschrijventot y = x + 1.

De gegeven lijn heeft dus richtingscoéfficiént 1.
We bepalen de afgeleide van de functie f.

f(x):\/2—x2:>f’(x):—1 (=26 = ——=

242 - x? 2 - x?
De gevraagde raaklijn moet evenwijdig zijn aan de gegeven lijn dus moet gelden:
f'(x) =1.

X

2 — x?2
We lossen deze vergelijking op:

\/2—x2 =—X=

2-x2=x’=

Hieruit volgt: — =1.

2% =2=x2=1=>

x=-1lvx=1
Ga na dat alleen x = —1 voldoet.

Voor de y-codrdinaat van het punt op de grafiek geldtdan: y = f(-1) =v2-1=1
De gevraagde raaklijn heeft vergelijking: y =1- x + b en gaat door het punt (-1,1).
Het punt invullend vinden we: y = x + 2

dy = d(sin(%nx)) = cos(%nx) 3w dx
Voor de gevraagde toename Ay geldt nu:

Ay ~ d ={ Inx). L -dXW
y = dy COS(4n ) " x=1,dx=-0,02

_ 1\ 1 _1 1 2 2 -
= COS(Zn) g T (—0,02)—5\/5 g7 (_ﬁj =200~ 0,0114
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