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Uitwerking herhalingsopgaven hoofdstuk 4, paragraaf 4.12

X 0 . X 1 1 1
1 a lim =|—|=lim———— = lim 5 =3.
x50x% +2x  \0) x50x(x242) x20x2+2 0242
COS X COS X 1 COS X 1
b lim —— bestaat niet, want lim—— = — = 4o en lim——— = — = —wo.
x—0 X x40 X 0" xT0 X 0~

X 0 X s 3X
Ixio s|n(3x) x{0 §SIH(3X)j (6) - (leng(l;fol sin(3x)) =0:1=0

c I|
d IimX +2X—(9j X(X+2)_I X+2 0+2=1;y=\/t_iscontinuvoor
x>0 x3 +4x \0 (x24+4) x>0x2+4 0+4 2
2
1 X< + 2X 1 1
=, duslim —:\jjzf
2750\ k3 4x 2 2
2xX I'Hopital 2X ' 2X
e lim 1=(9j P i D 22
x—>0 X 0 x—0 (x) x—0
x> +3 0+3
f lim = =
x>0 X+1 0+1
2 a
2
X X 1
Cx243x+2 () . 42t zt2
lim =|—|[=lim
x—x  3x2 44 00 X—>0 X2 1
35 +4—
X X
1 1
2T 1i040 .
= lim 1X = =3
X—>00 3+472 3+0
X
b
X N 2 1+ 2
w2 2 v | y2
lim X+ 2 :(szlimx X2 _ jimXx2 _0+0_,
X—)ooxz 4 0 X—»00 X2 1 X4 g 1 1-0
24 N
X X X
c
1 x° 1 .3
5 — w2 2 N _
lim 2= —(;'sznmu:limx 0,
xang +1 o0 X—>o0 X2 1 xaoo3 1 3+0
AT +
x2 X2 X
. tanx . . .
d lim —— bestaat niet omdat tan x voor grote waarden van x niet begrensd is; steeds
X—o X

weer heeft zijn grafiek verticale asymptoten;
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Ergeldt: -1<cosx <1

Voor negatieve x geldt daarom

X
Bovendien geldt: lim 1 = lim — =0.
X—>—0 X X—>—wo X

De insluitstelling gebruikend vinden we lim COsX 0

X—>—00 X
cosx
Omdat de y = e’ continuisvoor t = 0 geldtnu: lime x =e
X—>—00
lim e *sinx bestaat niet, want lim e*

X—>—0 X—>—0

. X2 -3x x(x — 3) . X 3 1
IIm— lim——————— = |lim = =
x—3 X2 _9 x»a(x 3)(x+3) x»>3(x+3) 3+3 2

(sm(5t)) Iim(sin(St)_sin(St)_ 3t .5-5j_
05 “ttan(3t)  t-0l 5t 5t tan(3t) 3 )

25 25 1
=1-1-1-2 =5 =83
-1 _sinu 1
Ergeldt: —1<sinu <1.Ditgeeft: = <— < ——=
° ° w NN
Bovendien geldt: lim —= = lim —= =0.
g u—>oo\/_ U—)oo\/_
sinu
Met de insluitstelling geeft dit: lim — =0
U—oo \/a
2 2 B
Ilmy—2 (O) = lim y'-2 _1 22 = —©0
yliy? —2y+1 \0 yT(y - 1) (O‘)

. y2 -2 y2 -2 1
En dus limarctan ————— | = arctan I|m— = (arctan(—0)) = -2 7
y -2y +1

yT -2y +1 y™y?

s’ +3 .. s%7S 3s e

lim =——= = lim =
S—0 Bs s—wo Bg

=S

2

s—o §g s> 5 s—w §s

¢ ) ]
lim—— bestaat niet omdat In x niet bestaat voor x < 0.

xT0 In X
¢ ]
Daarom bestaat lim — ook niet.
x—0 In X
X
y=1x)=——7"——
X% +3x+2

hor. asymptoten:
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lim f(x) = nm;—(fj: lim x? _

X—>0 X=X 4+ 3X + 2 0 x—0 X 2 X 1
s +3—5+2—
X X X
1
= lim 3X 5 = 0 =
x—>ool+7+72 1+0+0
X X
Op soortgelijke manier: lim f(x) =0
X—>—0

Dus de lijn y = 0 (x-as) is horizontale asymptoot naar rechts en naar links.

vert. asymptoten.
Kandidaten zijn de waarden van x waarvoor f(x) niet bestaat. Dus de nulpunten van de

noemer komen in aanmerking.

We lossen op: x% +3x+2 =0.

Ditgeeft: (x +2)(x+1)=0=>x=-2vx=-1

Limietberekening moet zekerheid geven over de aanwezigheid van verticale

asymptoten.
Bij x = -2:
lim f(x) = lim X _im X = 2 = -0
xT-2 xT2x2 +3x+2 xT2(x+2)(x+1) 0 -(-1
lim f(x) = lim ————— = lim X Y (R P
x4—2 Xd— 2)( +3x+2 x¢—2(X+2)(X+l) 0" - (-1
Conclusie: de lijn x = —2 is inderdaad verticale asymptoot (zowel van links als van
rechts)
Bij x =—
X X -1
lim f(x) = im——— = lim = = +00,
xT-1 (x) xT-1x2 +3x + 2 xT—l(X+2)(X+1) (1-Oj
X X -1
lim f(x) = lim——— = lim = = —0,
xy—1 ( ) X¢—1x2+3x+2 xi—l(x+2)(X+1) (l-0+j
Conclusie: de lijn x = —1 is inderdaad verticale asymptoot (zowel van links als van
rechts)
X+ 2
=f(X) =————
y="1 X2 +3X+2

hor. asymptoten:

X 21
. . X+ 2 —o0 : 2 %2
lim f(x) = lim —— :(—)= lim —
X—>—00 X—-0 X + 3X + 2 o0 X=X X 1
5 +3—5+2
X X X
1 1
4+ 2=
2
_ lim X X _ 0+0

7143742
X X
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Op soortgelijke manier: lim f(x) = 0.

X—00

Dus de lijn y = 0 (x-as) is horizontale asymptoot naar rechts en naar links.

vert. asymptoten.
Kandidaten zijn de waarden van x waarvoor f(x) niet bestaat. Dus de nulpunten van de

noemer komen in aanmerking.

We lossen op: x2 +3x+2=0.

Dit geeft: (x +2)(x+1)=0=>x=-2vx=-1

Limietberekening moet zekerheid geven over de aanwezigheid van verticale

asymptoten.
Bij x = -2:
|nnf(x)=|nn-—liig——-=(9j
xT-2 xT-2 x2 +3x+2 0
. X+ 2 . 1 1,
= lim——-—° = lim ===1

xt2(x +2)(x +1)  xt2(x+1) -1
Op soortgelijke manier: Iin12 f(x) =1.
X -

Conclusie: x = —2 is geen verticale asymptoot. Er is sprake van een ophefbare
discontinuiteit; er zit een perforatie in de grafiek.

Bij x = —1:
. . X+ 2 . X+ 2 1
lim f(x) = lim———— = lim = = —0.
xT-1 ) xP-1x% +3x+2  xT-1(x+2)(x +1) (1- 0‘)
lim £(x) = lim—>+2  _ jim—%X*2 :( 1 j:+w.
xi-1 xb-1x2 +3x+2 x-1(x+2)(x+1) \1.0*
Conclusie: de lijn x = —1 is inderdaad verticale asymptoot (zowel van links als van
rechts)
2
X+ X
=f(X) = ———7—
y=1K) X2 43X+ 2
hor. asymptoten:
X2 X
X2 + X 0 R
|m1fu)=|m»77————-=(—J::nm 25X =
X—>00 x>0 X< + 3X + 2 oo X=X X 1
2 t3 5+25
X X X
1
A 140
= lim = =1
X_)OO1+§+£ 1+0+0
X x?
Op soortgelijke manier: lim f(x) =1.
X—>—00

Dus de lijn y =1 is horizontale asymptoot naar rechts en naar links.

vert. asymptoten.
Kandidaten zijn de waarden van x waarvoor f(x) niet bestaat. Dus de nulpunten van de
noemer komen in aanmerking.

We lossen op: X2 +3x+2=0.
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Ditgeeft: (x +2)(x+1)=0=>x=-2vx=-1
Limietberekening moet zekerheid geven over de aanwezigheid van verticale

asymptoten.
Bij x = —
2 2

X + X . X+ X 4-2

lim f(x) = lim ——— = lim = = 400,
xt-2 ToxZ 1 ax12 2+ 2)(x+1) 0™ - (-1

X2 + X . X2 + X 4-2
lim f(x) = im —— = lim = = —0
x4-2 W-2x2 +3x + 2 x¢—2(X+2)(X+l) 0" .(=1)
Conclusie: de lijn x = —2 is inderdaad verticale asymptoot (zowel van links als van
rechts)
Bij x = -1:
lim f(x) = I|mL (9)
xT-1 xT-1x2 +3x+2 \0

L x(x+1) X _—_1__l
_llTryl(x+2)(x+1)_llel(X+2)_(1)_ !

Op soortgelijke manier: Iiim1 f(x)=-

X p—
Conclusie: x = —1 is geen verticale asymptoot. Er is sprake van een ophefbare
discontinuiteit; er zit een perforatie in de grafiek.

x3 — 6x

y=10)= X% +3x+2

hor. asymptoten:

3_
lim f(x) = Ilmzx—GX—(fj =
X—> X—0 X 4+ 3X + 2 o0

3

X 6X y
= i G G x o 2*0 _
x—o0 X2 X 1 xow, 3 2 14040
X X X X X

Op soortgelijke manier: lim f(x) = —
X—>—00

Er is dus geen horizontale asymptoot.

vert. asymptoten.

Kandidaten zijn de waarden van x waarvoor f(x) niet bestaat. Dus de nulpunten van de
noemer komen in aanmerking.

We lossen op: x? +3x+2=0.

Ditgeeft: (x +2)(x+1)=0=>x=-2vx=-1

Limietberekening moet zekerheid geven over de aanwezigheid van verticale

asymptoten.
Bij x = -2:
x> — 6x x3 — 6x -8+12
I|mf(x)_I|m— lim = = 40,
xT-2 xT-2 x 2 +3x+2 XT—Z(X+2)(X+1) 0 -(-1
— BX . x3 — 6x —8+12
lim f(x) = im ——— = lim = = —©
x{—2 x4 -2 x2 +3Xx+2 x¢—2(X+2)(X+l) 0" - (-1
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Conclusie: de lijn x = —2 is inderdaad verticale asymptoot (zowel van links als van

rechts)
Bij x = —1:
. . x®—6x . x3 — 6x -1+6
lim f(x) = lim ————— = lim = =—
xT-1 xT1x2 +3x+2 xM1(x+2)(x+1) 1.07
. . x3—6x . x> — 6x -1+6
lim f(x) = lim ————=1li = =
xT-1 xi-1x% +3x+2  x-1(x+2)(x+1) 1-0"
Conclusie: de lijn x = —1 is inderdaad verticale asymptoot (zowel van links als van
rechts)
3 f—
y = f(x) = X—X+1
hor. asymptoten:
3
X x 1 2 1
3 — -+ X =14+~
|imf(x)=|imx—x+1=(f)=|im X__X_X _ |im X _ o
X—>0 X—>0 X 00 X—>00 5 X—>00 1
X

Op soortgelijke manier: lim f(x) = oo.
X—>—0

Er is dus geen horizontale asymptoot.

vert. asymptoten.
Kandidaten zijn de waarden van x waarvoor f(x) niet bestaat. Dus de nulpunten van de

noemer komen in aanmerking. x = 0 is dus een kandidaat.
Limietberekening moet zekerheid geven.

3
lim £ (x) = lim X%+ _ (iJ S
xT0 xT0 X 0~
3
lim f(x) = lim>— XL (1)
x40 x40 X 0"
Conclusie: de lijn x = 0 (y-as) is inderdaad verticale asymptoot (zowel van links als
van rechts)

X

y = f(x):3+l+2e‘
X

hor. asymptoten:

lim f(x) = |im(3+1+2e-Xj=3+0+0:3
X

X—0 X—>0
lim f(x) = lim (3+1+2e‘xj =(3+0+o) =0
X—>—00 X—>00 X

Er is dus een horizontale asymptoot naar rechts, nl de lijn met vergelijking y = 3.

vert. asymptoten.
Kandidaten zijn de waarden van x waarvoor f(x) niet bestaat. x = 0 is dus een

kandidaat.
Limietberekening moet zekerheid geven.
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lim f(x) = Iim(3+1+2e‘xj :(3+i+2-1) = —o.
xT0 xT0 X 0~

lim f (x) = |im(3+1+2e—X) =(3+i+2-1j _

x40 x40 X 0

Conclusie: de lijn x = 0 (y-as) is inderdaad verticale asymptoot (zowel van links als
van rechts)

3
f(x) =
) 4X — 6
De noemer is gelijk aan nul als 4x — 6 = 0, dus voor x = g
I|mf(x)—I|m = —o0 en |Imf(X)—|ImL=i=+oo.
14x-6 0 xb3 L;4x-6 07
Er is dus een oneindige discontinuiteit voor x = %
— 2X
f(x) =
() = 4x — 6

De noemer is gelijk aan nul als 4x — 6 = 0, dus voor x = g

3-2X _(9) _ Iimﬂ — |im__2 = _
0 Xt 4(X—§) xt3 4

Op soortgelijke wijze: lim f (x) = -
X

2

lim f(x) = lim =
x12 xT24X -6

2

f (E) bestaat niet,

Er is dus een ophefbare discontinuiteit voor x = ;
||

f(x) =—
() ™

f (x) bestaat niet voor x = 0.

lim f (x) = I|mM S im =X —gim =t o 2
xT02x xTo2x xTo 2 2
lim f (x) = nmu “limX gimi ot
x40 02X xlo2x xto2 2

Eris dus bij x = 0 sprake van een eindige sprong discontinuiteit.

£ (x) = (sin(3x))°
X

f (x) bestaat niet voor x = 0.
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. 2
lim () = 'J?SM _ (gj — (I'Hopital)

_lim 2(sin(3x))" - cos(3x) - 3
~ xTo 1
Op soortgelijke manier: |i£]8 f(x) =
X

= Ixim(Gsin(?ax)cos(Sx)) =0

Er is dus een ophefbare discontinuiteit voor x = 0.

9-x2

f(x) =
° ) (x-3)°

f (x) bestaat niet voor x = 3.

Ilpf(x)_llm 9-x° :(%)_ (r Hopltal)_llm 2 X :[3 _B)ZJ:—oo

x3( ) X33(X 3) _(0_
2 — —
lim f(x) = lim 9 X = (Qj = (I'Hopital) = lim 2X = 6 5 | =—©
x43 x¥3 (x 3) 0 xT3 3(x _3) 3_(0+)
Er is dus een oneindige discontinuiteit voor x = 3.
X+ 2
f f(X) = ————
) X2 -x-6

f (x) bestaat niet als de noemer 0 wordt, dus niet voor x = —2 en niet voor X = 3.
Bij x = -2:

X+ 2 0 1 1
|Ime—|Im—=—— IH0|taI_I|m—=—:7
9 xT-2x% - X -6 (0) ( pital) xT-22x -1 -5

gl

Op soortgelijke manier: lim f(x) = -=

xd-2
Er is dus een ophefbare dlscontmunelt Voor X = —2.
Bij x =3
X+ 2 X+ 2 1 1
limf(x) = lim———— =1lim =lim———=—=-
T 6 B 92D B3 o
nmf(x)_nmLZ:lim X+2  _jm—t -1 _4

xA3x2 —x—-6 x3(x-=3)(x+2) xi3(x-3) o0
Bij x = 3 is er dus sprake van een oneindige discontinuiteit.

a

f(x)=x6+i6=x6+x*6:>f’(x)=6x5_’—6x*7=GX‘r’—£7

X X

b

f(X) =—5—=+2x+3= 121+2x+3:x_2%+2x+3:>

\/; X2
3t 5 1 -5
f'(x) = (-2%)x 2 +2=-2 +2
09 =(-2;) > 2 o

c
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(2t+1)-3-(3t+5)-2 6t+3-6t-10 -7

f(t) = =
(2t +1)° (2t +1)° (2t +1)°
d
g(X)=(x-4D(x+2)+(x+5)(x+2) +(x+5)(x - 4)
=X2-2x-8+ X2+ 7x+10+x%+x-20
=3x2 +6x-18
e
o) = (t? —4)(2t +2) - (t* + 2t - 3)(21)
- 2
(t2 - 4)
(P ot? -8t -8)—(2t3+4t2—6t) —2t2-2t-8 2(t>+t+4)
o 2 o 2 o 2
(t? —4) (t2 - 4) (t? - 4)
f
1
() = —(2x-1) voor 2x-1<0 |1=2x wvoor x<g3
g - 2x -1 vVoor 2X—1>0_ 2x —1 voor X>%
—2 voor x<%
g'(x) = )
2 voor Xx> >
a
f(x) = SN (tanx) " + (cosx)
tanx  CoSX
f'(x) = (D (tanx) ;2 + (=1)(cosx) *(=sinx) =
(cosx)
_(cosx)2 1 sin x
(sinx)® (cosx)®  (cosx)?
_sinx 1
(cosx)®  (sinx)?
b
f'(x) = ;2 (=sinx) = sz
1+ (cosx) 1+ (cosx)
c
g2 L 1 1 1
2yIn(arcsinx) - arcsinx 1 — x2  arcsin x,/In(arcsin x)y/1 — x>
d
f(t) = 2™ (In2)cost + 2cost + cos(2t) - 2 + 2(sint)" - cost
=1In2-2%" cost + 2cost + 2cos(2t) + 2sint - cost
a

xIny + (siny)® = e¥
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d(xlny+(sin y)z) —d(e¥) =
d(xIn y)+d((sin y)2) —d(e¥) =

dx-Iny + xidy + 2(sin y)l(cos y)dy =e™ (dx -y + xdy) =
y

(In y — ye"y)dx = (—5 — 2sinycosy + xexyjdy
y

dy _ Iny — ye¥
dx

~X _2sin ycosy + xe™
y

~ ylny — y%e ~ y%e® —ylny
—Xx —2ysinycosy + xye®  x+ 2ysinycosy — xye ™

y? +x? :1+sin(lj
X

d(y? +x2) = d£1+ sinGD
d(y? +x?) = d(l+sin(ijj =

X

d(y?)+d(x?)=d@+ d(sin(ijj =

X
2ydy + 2xdx = 0 + cos XJ . d(l) =

2ydy + 2xdx = cos(i  Xdy — ydx =
X X

2ydy + 2xdx = cos(l (Edy — izdx) =
X X X

(Zx + %cos(lndx = (—Zy + cos(lj . 1)dy =

X X X/) X

Y osl Y 3 y
d_y:2x+X2cos(X)_ 2X +ycos(xj
dx —2y+1cos(y) —2X2y + XC0Ss yj
X X X

Controle:
het punt (—2,1) ligt op de kromme, want: (-2)° +2-(1)°> =4+2=6

We bepalen j_y in het punt (-2,1).
X
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10

11

X2 +2y2=6=

2xdx + 4ydy = 0 = xdx = —2ydy = Q__x
dx 2y
dy) -2
In het punt (-2,1) geldt: | — =——=1
P ( ) J (dx (-21) 2-1

De raaklijn heeft dus vergelijking y =1- x +b.
Het punt (—2,1) geeft: 1=-2+b =b =3.
De vergelijking van de raaklijn isdus: y = x + 3.

De vergelijking y — x =1 is te herschrijven tot y = x + 1.

De gegeven lijn heeft dus richtingscoéfficiént 1.
We bepalen de afgeleide van de functie f.

FO) = V2= X2 = £/(X) = — e (<2x) = =%
242 - x? J2 - X2

De gevraagde raaklijn moet evenwijdig zijn aan de gegeven lijn dus moet gelden:

f'(x) =1.

X

V2 - x?

We lossen deze vergelijking op:
V2-%x? =—x=

2-x2=x’>

Hieruit volgt: — =1.

2% =2=x2=1=

X=-1vx=1
Ga na dat alleen x = —1 voldoet.

Voor de y-codrdinaat van het punt op de grafiek geldt dan: y = f(-1) =v2 -1 =1
De gevraagde raaklijn heeft vergelijking: y =1- x + b en gaat door het punt (-1,1).
Het punt invullend vindenwe: y = X + 2

dy = d(sin(%nx)) = cos(%nx) : %n - dx
Voor de gevraagde toename Ay geldt nu:

By = dy = | cos(4nx) - {7 - ax
y = dy Cos(f ) " x=1,dx=—0,02

_ 1 1 _1 1 2\ 2 _
= cos(zn) m(=0,02)=32 - m- (‘mj =00 = 00114
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