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Uitwerking extra opgaven hoofdstuk 6 Integraalrekening

6.1 Onbepaalde integralen

Opgavel
a 5x° dx_zx +C
b J.8x1°dx_§x“+C
J —3
C ldx 7Jx4dx:7-X—+C:—L3+C
o _3 3X
4
d —dx=4In|x|+C
J x
4,54, 1l.a.6
e _[t X dx_gt X +C
4,5 44 _ 1455
f jt X*dt =t +C
1 3
g j9ﬁdx=9jx2dx:9-3x2+C:6xﬁ+C
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x3x x
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9+ X 3 +x 3 3
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d
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b

[ (8-e"—5-2%)ax=8[ e"ax-s[ 2:x

:8-ex—iZX+C
In2

=
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e
2
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f
J- (x2—4)2 x? dx:.[ (x4—8x2+16)x3dx
:J (x7—8x5+16x3)dx
et Laxt i
8 3
g
2 2
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X X X
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h
4 1
_[ &tGXdX=IX_2[X4+6X]dX
X
I
:j [x 4+§jdx
X
4 2
=—-X *+6In|x/+C
3
4
- +6In(x{+C
s
[ (1cosx+sinx— 72 jdx=1sinx—cosx—7tanx+c
J 3 cos’ X 3
j (2-ex—3-e5+5x+x5)dx:2-ex—3x~e5+ > +ixic
J In5 6
k
\/_ 2 3 231
ol 5 £4°2 =
X\/_ I dx J-XS 2 37dx
)R
12+45-10 ﬂ
:jx 30 dx=Ix3°dx
7
30x3°+C
30 2 30 17
=X +C
3_
J[t 56t+3-7tjdt=j (t*—6t*+3-7')dt
t
t
:—}+%+3 ! +C
t t° In7
Opgave 3
5 ., 3
f(x)dx=| | 4x° +——3 dx=x*+5In|x|-—+C
In3
Noem F(x)=x*+5In|x|— 33+C.

Berekenen van de constante C:

F(1)=5: 145In1-—— 4+ C=5=>C =4+ —_
In3 In3
De gevraagde primitieve:

3
In3

=

F(x)=x"+5In|x/-
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Opgave 4
We berekenen achtereenvolgens de snelheid V(t), het tijdstip waarop het projectiel begint

te dalen, de hoogtefunctie h(t) en uiteindelijk de bereikte hoogte.
v(t)=[a(t)dt
=—[9,81dt
=-9,81t+C,
Als t=0s, danis v=100 m/s, dit levert op de vergelijking 100=0+C,, zodat C, =100 en
v(t)=-9,81t+100 (m/s).
Het projectiel begint te dalen op het moment dat v(t)=0:
v(t)=0=-9,81t+100=0=t = % =10,1936799 sec
De hoogtefunctie:
h=[vdt=[(-9,81t+100)dt
=—4,905t* +100t +C,
Als t=0s,danis h=0m, zodat C, =0 en h(t)=-4,905t* +100t (m).

De bereikte hoogte:
h (10,1936799) =509,684 m

Opgave 5
We berekenen achtereenvolgens de snelheid v(t), de remtijd, de afstandsfunctie s(t) en

uiteindelijk de remweg.

v(t)=[a(t)dt

:_I4det
1
=—4[t2 dt
:—%t«/t-+Cv
Alst=0s,danis v :% m/s, dit levert op de vergelijking % =0+C,, zodat C, = % en

v(t)=—gtt+ g ().

Vervolgens lossen we op: V(t)=0.
2

3 <
_ _8 120 5 1203 _ (12033 _
v(t)=0= St\/t_+3,6—0:>t2—m:>t—(mj — 5,3860867 sec

De afstandsfunctie:
s =jvdt =j(—2t\/t_+132§)dt
3

=—§jt5 dt+%j1dt

_ 16,2 120
= Et \/t_+31—6t+CS

=



‘ Toegepaste Wiskunde deel 1

Alst=0s,danis s=0m, zodat C_ =0 en S()— t«f+120 t(m).

De remweg:
5(5,3860867) =107,722m

6.2 Bepaalde integralen

Opgave 1

1
sintdt = [—cost]g“ = —cos(% n)+cosO =1

b 5dx:[SIn|x|] =5In3
47: 3
c j 3tanx]4 —3tan(4 ) 3tan0 =3
< COS
4 4 [ 21 2 2
d L o[zt 27| =- 242 - q401
!tt I LoV

4
e .[ - 2 5 dx = f{arctan G } = %(arctan 1-arctan0)=~
0

(0]
O Ly

(b= )do=[ 300" | =3-2=1

9 1 1
+3\/;jdx = J.(Zx_2 +3x2jdx
1

LA
:{4x2+2x2}
1

—4.3+2.9-3-(4+2)=60

P ) ©
7\
SIS

2 4t 2
j 3 e —4'+7) dt{s e ——+7t}
0

In4 o
_3.e2- 20 qafao b g1 g
In4 In4 In4
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j

=25+2 21255 = 25+25° 5

k
1 3" i
J.(Bx—x3)dx={ —ix“}
] In3 .
3 1 ( 1 1)_ 8
In3 4 \3In3 4/ 3In3
4 4 _§
IB_ZSds:js 2(3-2s)ds
1 S\/g 1
4 7§ 71 6 4
:J.(B $2-2-s ZJdS:[———4\/§} =—--4.2—
1 N
Opgave 2
3 x 13
a ozjsxdxz S| _2r_ 1 _26
5 In30 In3 In3 1In3

4 x4
) 0=j3de={3} 81 1 242
-1 1

In3|. In3 3In3 3In3

6.3 Integralen door substitutie

Opgave 1
L dp 1
a Stel p=5x-3, hieruit volgt d—:5,zodat dX:gdp
X
Er volgt:

j(Sx—S) dx—J‘ p®dp

_ 10 _]_ _ 10
—4—5p +C—4—5(5x 3) +C
Of :

j (5x-3f dx=1 f (5x-3)° (5x-8) dx
-] (-3 d(s5x-9)

1 10
_T5(5X_3) +C

=
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b
8X 4y __ D 8x !
IS-e dx—SJe -(8x) dx

_5 8x 5 _sx
—SJe d(8x)=ge"+C

Ix3x/2+5-x4 dx:lj (2+5-x4);(2+5-x4)' dx

20
=2iO (2+5~x4);d(2+5~x4)
(2+5'X4)xf2+5~x4+c

_1
30

Jamepteloe

Stel p=1+8t%, hieruit volgt 3—? = 24t%, zodat t%dt :%dp

Grenzen:t=0—>p=lent=1->p=9.
Uitvoeren van de substitutie levert op:

1 9 1
J.5t2x/1+8t3dt = | p2dp
0 1

Stel t = x* -5, hieruit volgt g—t =3x?, zodat x%dx =%dt
X

Grenzen: X=1—>t=-4 en Xx=3->1t=22.
Uitvoeren van de substitutie levert op:

=
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h
1 1
gn gn
Icos(x)sin3xdx= jsinsxd(sin X)
0 x=0
™
|14 37 1. 41 _
_[Zsm xl) =8I (gn) 0
11 R\ 11 o9
—z(z*@) =116 T
[ Stel t =5—2p*, hieruit volgt j—t=—8p3 = p3dp=—%dt.
p
Uitvoeren van de substitutie levert op:
. 3t 5-2p*
3.g520 g :-1_.' =12 c-_3 " ,c
Ip P="% 8In3 8In3
j j L ax= j 1
16 +9x 16 +(3x)
Stel p=3x:>@=3:>dx=ldp
dx 3
Uitvoeren van de substitutie levert op:
j ! 2dx=j ;zdx
16+9x 16 +(3x)
1 1 1 p
== dp=_arctan| — |+C
3.[ 16+ p? P=1n (4)
1 3X
=15 arctan (Ij +C
Opgave 2
a
4 4
IO S S
¢ X°—6x+18 2 (x=3)"+9
4 4
:4J. ;zd(x—s):‘l[arctan(x—_?’ﬂ
Zo(Xx=3)"+9 8 4 )|,
4 1 3\ _+4 1 3
=3 (arctan 7 arctan ( 4)) = 3(arctan 7t arctan (4))
N 4 . . dp_ 3 3 _ 1
b Stel p=7-8t", hieruit volgt E——32t =t dt——ﬁdp.

Uitvoeren van de substitutie levert op:

=
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_.1p
=5 4 °C
= 1 ;+C
32(7-8t")
c
j L dx:j"(lnx)“idx:j(Inx)4(Inx)'dx=jl(lnx)4d(lnx)
> xIn* x . X 2 ’
5
1 1 1
=~ 3| T 3t
{ 3(Inx) l 3(In5)” 3
d
jcosgtdt: jcoszt-costdt
7 7
= (1—sin2t)dsint
%n
:[sint—%sin:“tﬁ =0—(1—%):—§
57[
e

jcos(3x)-sin (9% )dx - %I(sin (12x) +sin (6x) )dx
= %jsin (12x)dx + %J.sin (6x)dx
= %Isin (12x)d (12x)+%.|‘sin (6x)d(6x)

1 1
= —5;008(12x) - ~-cos(6x)+C

f Stel p=5-3x. Uit p=5-3x volgt x:%(S— p) en dx:—%dp.

Uitvoeren van de substitutie levert op:

I x\/ﬁdx:—;.‘. (5-p)/pdp

1 r 3 i, % 5,0
=_9f £5p2_p2jdp=_9(5’3p2_5DZJ-I-C

= -1 5_3x)5=3x +2 (5-3x) J6-3x +C
27 45

=
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8

1 1

—T —T
4
J'sins X Cc0s% xdx = J'sin2 X €0s% xsin x dx
0 0
1
—T
4

=— [ (1—cos’ x)cos” xd(cos x)
0

= —Li[ (cos’ x—cos x)d(cos x)
0

—[1cos3 x— 1 cos® x}ﬁ
3 5 o
=—(;£J—;(H—<;—;>]

=6J‘2mf 5= V2

Stel p=1+4v, hieruit volgt jp 4, zodat dV:%dv.
v

: 1
Uit p=1+4v volgt V=Z(p—1).

Grenzen: V=0—>p=lenv=2—>p=9.
Uitvoeren van de substitutie levert op:

p-1,
IJT;zg 16]\[_

16—7J§

120
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i j X214 X2 dx :J x* - x1+ x2 dx

Stel p=1+ X, hieruit volgt (;_p = 2X = Xdx =%dp.
X

Uit p=1+x° volgt x> = p—1.
Uitvoeren van de substitutie levert op:

J‘XS’\/1+ x? dx:j x* - xy/1+ X% dx
=;J‘ (p—l)zﬁdp=;." (p*-2p+1){pdp

5 3 1
=§I(p2—2p2+p2]dp

7 S 3
22 teie i
:%(1+ x2)3 J1+x2 —%(1+ x2)2 1+ X2 +%(1+ xz)\/1+ x> +C

j Gebruik sin?(x) :%(1—cos(2x)), zodat sin’ (ys) = %(l—cos(Zys))
Er volgt:
Jy“sinz (y*)dy= %I y* (1—cos(2y5))dy
= [y =5 ]y cos(2y°)ay
e (ool

:%yf’—ziosin(ZyS)+C

6.4 Partiéle integratie
Opgave 1

d
J‘xslnxdx:‘[xslnxd(éx“)
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b We moeten de factor ¥ achter het d-teken brengen. Om e** achter het d-teken te
kunnen brengen, bepalen we eerst je‘” dx :

jesx dx =%J.e3X d(3x) =%e3X +C, zodat e**dx =d(%e3x).

Er volgt
1 1 1
3x _ 3x
jx-e dx—jxd(ge )
0 x=0
_l ax 11 Sxd
=;Lxe 0_3£e X
_ 1l Ir
_ge 5[6 ]0
_1ls 1/ 4\_2,31
=-e §(e 1)_9e +5
C
4t
It2~4‘dt=J-t2d —
In4
t 2 .
AL S S TS
In4  In4)
t 2 Y
LR
In4 In4)
t 2 N t
AU 2 gl A
In4 In4) In4

t 2 t
:4t_2 4t_1J‘4tdt
In4 In4l Ind4d Ind
4.t 2t-4 2.4
= - 7t 3
In4 " (In4)" (In4)

d Gebruik sin(2x)dx:d(—%cos(2x))
Er volgt:

]jxsin(Zx)dx = ]I. xd(—%cos(Zx))

x=0

_ [_% xcos(ZX)T + ;Ecos(ZX)dx

0

= cos(2n)+0+%[sin(2x)]z

1
2"
1
2"

+%(sin(2n)—sin0) = —%n

=
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e We voeren direct partiéle integratie uit volgens de formule
j f(x)g'(x)dx = f (x)g(x)—_[g(x) f'(x)dx,

waarbij f(x)=5-arctan2x en g(x) = x:

j5arctan(2x) dx = 5xarctan (2x) —5J' xd (arctan (2x)) ( d(arctan 2x) = N ixz dxj
+

X
1+ 4x?
(1+4x2)
1+4x2
d(1+4x?)

= 5xarctan(2x)—10j dx

= 5xarctan(2x)—9J.

5 dx

o e

= 5xarctan (2x)—§ In (1+ 4x2)+C

=5xarctan (2x)

f
T
= 2xxin(x)| —gjjx\/;dln X
~Zee -2 Jxox
SN
= jeve—g(eve-1)=geve+
g

=3t2.e*-6 td(%em)
=3t2-e3t—2t-e3‘+2J'e3‘dt
2 3t

=3t%.e* —2t.e" +5¢€ +C

=
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h

sin(3x)d(5x—4)

= (5x-4)sin(
= 3(5x—4)sin (3x) - g sin (3x) dx
= 1(5x-4)sin(3x) - 3" sin (3¢)d (3x)
= 5(5x—4)sin(3x) + 2 cos(3x) +C

6.5 Integratie door middel van breuksplitsing
Opgave 1

a De noemer is te ontbinden als x> —8x—20= (X+2)(X—10) X

4x A N
(x+2)(x—10)_x—10 X+ 2
4x=A(x+2)+B(x-10)
Kies x=10: 40 =12A = A=%

Breuksplitsen leidt tot: . Hieruit volgt:

Kies x=—2: -8=-12B=B=_
Er volgt:

I 2—4X ax=20f 1 dx+2J‘ Y
X° —8x—-20 3J x-10 3) x+2

10 1 2 1
=3 X_lod(x—10)+3j Ed(x+2)

10 2
:?In|x—10|+§ln|x+2|+c

b De ontbinding van de noemer: x* —16 =(x—4)(x+4).
3. _ A
(x—4)(x+4)_x—4 X+4

3=A(x+4)+B(x—4)
Kies x=4: 3=8A=> Azg

De breuksplitsen is: . Hieruit volgt:

Kies X=—4:3=-8B=B=—

| w

Er volgt:

=
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3 3
dX:,
.[ x> —16 8

3 1 3 1
:8_.. md(x—4)—8j‘ md(x+4)

:gln|x—4|—gln|x+4|+c

X—4
X+4

+C

c De noemer is te ontbinden als p®—4p*+4p = p( p—2)2.
D+4 A B

Tt

p’-4p’+4p p p-2 (p-2)

p+4=A(p-2)+B-p(p-2)+C-p

Kies p=0: 4=4A= A=1

Kies p=2:6=2C=C=3

Coéfficient van p’: 0=A+B=B=-1.

Er volgt:

p+4 J‘l J‘ 1 J‘ 1
—PT% o= | Zdp- | ——dp+3 dp
Ip3—4p2+4p p p-2 (p-2)
1 1 -
=j Eo|.o_j Eo|(,o_z)+:af (p-2)*d(p-2)

3
=In|p|-In|p-2|-——+C
nlpl=infp-2-—=5+

Breuksplitsen leidt tot:

> - Hieruit volgt:

X B
d Breuksplitsen leidt tot: = + > . Hieruit volgt:

x=A(x-3)+B
Kies X=3:3=B=B=3
Coéfficientvan x: 1=A= A=1.
Er volgt:

2
I > X x=
o) X°—6Xx+9

[EEN

dx

21
dx+3j(x_3)
0

2

X—3

éd(x—3)+3:[(x—3)_2d(x—3)

= [In|x—3|]§ —3{%}2

0

=|n|_1|_|n|_3|_3(_il_i3)

=—In(3)+2

=
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e De ontbinding van de noemer: t° —6t* =t*(t—6).

De breuksplitsen:

_12 _AB.C
t?(t-6) t t° t—6
Hieruit volgt:

12=At(t—6)+B(t—6)+Ct’
Kiest=0:12=-6B=B=-2
Kies t =6: 12=36C = C :%

Coéfficientvan t°: 0=A+C = A= —%.

= J' Lt 2j—dt+ J.—dt

—§In|t|+?+§ln|t—6|+C

Er volgt'

J&

f
J 24X—+5dX:2'[ 22X—+6dx_7j. Z;dx
X“+6Xx+13 X +6Xx+13 X“+6x+13
=2_[ Z;d(x2+6x+13)—7j‘ ;Zd(ms)
X* +6x+13 (x+3)"+4
:2In(x2+2x+5)—7arctan(x—+3j+c
2 2
g
j 1T 2x -8 T 1 4
x* —8x+20 24 X2 8x+20 x> —8x+20

ST

(x* —8x+20) +4jﬁd(x—4)
X +

2
[In‘x —8x+20H +2{arctan(x_4ﬂ
2 1

L(In8-In13)+2 (arctan (~1)-arctan (—2))

2
~1[ x+20

N =

8 1 3
In (ﬁ)—§n+2arctan(§)

NP N

=
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h De ontbinding van de noemer: x* —7x° +10x* = x*(x—5)(x—2).
Breuksplitsen leidt tot: v (xi;)l(ox—Z) :§+X_E;+%+XTD2' Hieruit volgt:
x+10 = AX(x—5)(x—2)+B(x-5)(x=2)+C-x*(x-2)+D-x*(x-5)
Kies x=0:10=10B=B =1
Kies x=2:12=-12D=D=-1

Kies X =5: 15:750:0:%

Coéfficientvan x*: 0=A+C+D=A=-C— =—%+1=*-

Er volgt:

J Z X+310 de:4j 1dx+I izdx+1j‘ de—J‘ Ldx
xX* —=7x° +10x 5) x X 5) x-5 X—2

4 1 1
:§|n|x|—;+§ln|x—5|—In|x—2|+C




