Hoofdstuk 6 Differentiaalvergelijkingen
6.10 Herhalingsopgaven
1
2 dy
(1+x?) L =2xy =
dx

1 2%
_dy: >
y 1+x

dx of y=0

2X dx of y=0
X

1
In(]y|)=InlL+x[+C of y=0
g"n(v)

2

_ eln‘1+x2\+C

of y=0

Inf1+x2]

ly|=e®-e"™ of y=0
y=+e®-[1+x? of y=0
y=A-lL+x*[, metA=0 of y=0
y=A-(1+x?),metAe

In de laatste stap is gebruikt dat 1+ x?| =1+ x?, omdat 1+ x? niet negatief kan zijn.
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In(]y|)=arctan(x)+C of y=0
eln(\y\) _ earctan(x)+C of y = 0

|y| _ eC _earctan(x) of y = 0

y = iec _earctan(x) of y = 0
y=A-e"" metA=0 of y=0
y= A_earctan(x)’met Ac i

3
We bepalen eerst de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking.



uln(u)j—Z—v:O:uln(u)j—sz:
Edv: du of v=0
v uln(u)

1 1 1
Zdv= Zdu of v=0
J‘v Y J.In(u)u uory

Substitueer x =In(u) en dus dx = Ly
u

Inlvlzj'ldx of v=0
X

Inlv|=In(x)+C of v=0

Inlvi=In(In(u))+C of v=0

e'"M :e|n(|n(U))+C Of v=0

|V|:ec _eln(ln(u)) of v=0

v==+e°-In(u) of v=0=v(u)=AIn(u), metAe;
We verwerken de voorwaarde v(3)=In9

_In(® In(3?) 2In(3)

V(3 =In(®)= AIn(3)=In(9)= A= er =1 s =5 T =

Dus geldt v(u)=2In(u)
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. . o d’y  dy
Reduceren van de differentiaalvergelijking geeft +4—==0

d®  dx

De karakteristieke vergelijking is A°*+41=0
Oplossen geeft > +41=0=1(12+4)=0=A1=00f A =2i of 1 =-2i
De oplossing van de gereduceerde differentiaalvergelijking is dan

Yoo (X) =C,% +C,e% cos(2x) +C.,e* sin(2x) =

Yoo (X) =C, +C, cos(2x) +C,sin(2x)
We zoeken een particuliere oplossing en proberen op grond van het rechterlid van de gegeven
differentiaalvergelijking y,,, (x) = Ae* +Bcosx+Csinx

De constanten A, B en C berekenen we met de methode van de onbepaalde coéfficiénten.
We berekenen eerst de benodigde afgeleiden.

Vi (X) = Ae* —Bsin x+Ccos X

yor (X) = Ae* —Bcosx —Csin

Yom (X) = Ae*"+Bsin x—C cos x

Invullen in de gegeven d.v. levert
Ae* + Bsin x —C cos x + 4( Ae* — Bsin x +C cos x) = 5" + 3sin x =
(A+4A)e* +(B—4B)sin x+(-C +4C)cos x =5e* +3sin x =

5Ae* —3Bsin x+3C cos x =5e* +3sin x
Dit levert



5A=5 A=1
-3B=3 = <B=-1
3C=0 C=0
Dus y,,, (x)=e*—cosx
De algemene oplossing van de gegeven d.v. is dan
Yag (0= Yiom (X)+ Yo (X) = C, +C, c0s(2%) + C, sin (2x) +* —cos X
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2
Reduceren van de differentiaalvergelijking geeft g—g+9u =0
v

De karakteristieke vergelijking is 2> +9=0
Oplossen geeft 1 +9=0= 1 =3i of 1 =-3i
De oplossing van de gereduceerde d.v. is dan
U, (v)=Ce” cos(3v)+C,e%sin(3v) =
Upom (V) = C, cos(3v) +C, sin (3v)
We zoeken een particuliere oplossing en proberen op grond van het rechterlid van de gegeven
differentiaalvergelijking u_,, (v) =v-(Acos(3v)+ Bsin(3v)) = Avcos(3v) + Bvsin (3v)

Let op de factor v, vanwege het feit dat sin(3v) als term voorkomt in u,,,

De constanten A en B berekenen we met de methode van de onbepaalde coéfficiénten.
We berekenen eerst de benodigde afgeleiden.

Upar (V) = Acos(3v) —3Avsin (3v) + Bsin (3v) +3Bvcos(3v)
=(A+3Bv)cos(3v)+(B-3Av)sin(3v)

U, (V) =3B cos(3v) —3(A+3Bv)sin (3v) +(-3A)sin (3v) +3(B —3Av)cos(3v)
=(3B+3B—9Av)cos(3v) +(-3A-9Bv—3A)sin(3v)
=(6B-9Av)cos(3v)+ (-6 A—9Bv)sin (3v)
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Invullen in de gegeven differentiaalvergelijking j—l;+9u =9sin(3v) levert
v

part

(6B—9Av)cos(3v)+(—6A—9Bv)sin(3v)+9(Avcos(3v)+ Bvsin(3v)) =9sin (3v) =
(6B —9AV+9Av)cos(3v)+(—6A—9Bv+9Bv)sin (3v) =9sin(3v) =

6B cos(3v)—6Asin(3v) =9sin(3v)
Dit geeft

6B=0 A=_3
=
—-6A=9 B=0

(v)= —gvcos(3v)

N

Dus u,,,

De algemene oplossing van de gegeven differentiaalvergelijking is dan
Uyy (V) = U (V) +u ., (V) =C, cos(3v) +C,sin (3v)—;vcos(3v)

_ ((;l _gv)cos(SV) +C,sin(3v)

6a

. . L d’y _dy
Reduceren van de differentiaalvergelijking geeft —-—-2—=0

dx?  dx



De karakteristieke vergelijking is 1> —21=0
Oplossen geeft 12 —21=0=1(1-2)=0=>1=00f 1=2
De oplossing van de gereduceerde differentiaalvergelijking is dan
Yoo (X) =C e +Ce* =y, (x)=C, +C,e*
We zoeken een particuliere oplossing en proberen op grond van het rechterlid van de gegeven
differentiaalvergelijking y,,, (x) = Axe™
Let op de factor x, die nodig is omdat e°* in de oplossing van de gereduceerde
differentiaalvergelijking voorkomt.

De constante A berekenen we met de methode van de onbepaalde coéfficiénten.
We berekenen eerst de benodigde afgeleiden.

Yrar (X) = Ae® +2Axe™ = (A+2Ax)e’
Yore (X) = 2Ae™ +2( A+2Ax)e™ = (4A+4Ax)e?

Invullen in de gegeven differentiaalvergelijking levert
(4A+4AX)e™ —2(A+2Ax)e™ = 28" =
(4A+4AX—2A-4AX)e™ =2 = 2Ae™ =26 = A=1

DUS ¥, (X) = xe*

De algemene oplossing van de gegeven differentiaalvergelijking is dan
Yaig O = Yipom OO+ Yo (X) =C, +Ce*™ +xe** =C, +(C, + x)€’

6b

4
Reduceren van de differentiaalvergelijking geeft 37}:— y=0

De karakteristieke vergelijking is: 1*-1=0
Oplossen geeft
A'-1=0=(2"-1)(4* +1)=0=
(A-1)(A+1)(A-i)(A+i)=0=
A=lofA=-1of A=iof A=-i
De oplossing van de gereduceerde differentiaalvergelijking is dan
Yoo (X) =C"* +C.e7* +C,e"* cos x +C,e** sin x =
Yoo (X) =C,€* +C,e* +C, cosx+C, sin x
We zoeken een particuliere oplossing en proberen op grond van het rechterlid van de gegeven
differentiaalvergelijking y,,, (x) = Axe* + Bxe™
Let op de factor x bij zowel e* als e™* die nodig is omdat e* en e beide in de oplossing van de
gereduceerde differentiaalvergelijking voorkomt.

De constanten A en B berekenen we met de methode van de onbepaalde coéfficiénten.
We berekenen eerst de benodigde afgeleiden.

Yoar (X) = Axe™ + Bxe™

Yo (X) = Ae* + Axe* +Be™ —Be™ = (A+ Ax)e* +(B—Bx)e™

Yoo (X) = Ae* +( A+ Ax)e* —Be™ —(B—Bx)e™ =(2A+ Ax)e* +(-2B +Bx)e"

yir ()= Ae* +(2A+ Ax)e* — 2Be™ — (2B + Bx)e ™ = (3A+ Ax)e* — Bxe ™

Yoo (X) = Ae* +(3A+ Ax)e* —Be™ + Bxe™ = (4A+ Ax)e* +(-B+Bx)e™
Invullen in de gegeven differentiaalvergelijking levert



d* -
FYa X—y:%eu%e =
X

(4A+Ax)ex+(—B+Bx)e‘x—(AxeX+Bxe‘x):%e +oe7 =
4A+ AX— Ax)e" +(-B+Bx—-Bx)e " =Ze"+Ze " =
( Je"+( Je = e e
X —x_l X 1 —X
4Ae” —Be _ie +§e

Dit geeft A:% en B :—%
1ox 1,.x
DUs Y, (X) =2 xe* — = xe
De algemene oplossing van de gegeven differentiaalvergelijking is dan
Yag () = Yoom () + ¥ (X) =C ¥ +C,e7* +C, cos x+C, sin x+%xeX —%xe’X =

Yaig (x)=(Cl+éx)eX +(C2 —%x)e‘X +C,cosx+C,sinx
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De differentiaalvergelijking is homogeen, reduceren hoeft dus niet.

Karakteristieke vergelijking (k.v.) : 4> =21-1=0
Oplossen geeft D = (—2)2 -4.1.(-1)=8

De oplossingen van de k.v. zijn dus A =

2i2\/§= Zijﬁzliﬁ
De oplossing van de differentiaalvergelijking is dan

2(t) = e — g (Cle“’Et +Ce )

8
De differentiaalvergelijking is homogeen, reduceren hoeft dus niet.

De karakteristieke vergelijking is: 44 -124+5=0
Oplossen geeft D = (—12)2 ~4-4.5=64
De oplossingen van de karakteristieke vergelijking zijn

+ + —
/1:12_\/6_4=12_8,waaruitvolgt /1:12+8:23 of /1:—12 8:1
2-4 8 8 2 8 2

5, 1,
De oplossing van de differentiaalvergelijking is dan u(v)=Ce? +C,e?
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We delen linker- en rechterlid van de differentiaalvergelijking door 6(1+6?) en krijgen

a 1.__ 0

do 0 (1+6%)
We zien dat het een inhomogene, lineaire eerste orde differentiaalvergelijking is en gebruiken de
methode van variatie van constante om deze op te lossen.

We reduceren de differentiaalvergelijking en krijgen 3—;+%r =0

Deze homogene differentiaalvergelijking lossen we op via het scheiden van variabelen



—+=r=0
de
ar_ 1
do 6

1dr:—lde ofr=0
r 0

Ildrzj'—lde ofr=0
r o
In|r|==In|g|+C of r=0

In\r\ _ —In\9\+c ofr=0

r:A-E metAe;
0

A(6 .
We variéren de constante en proberen r(8) = % als oplossing van de gehele

differentiaalvergelijking.

-A(0)-A(0)1
We berekenen de afgeleide van r(9): r'(0) = 4 A(g?gz (9) :%A'(H)——A(H)
Invullen in de oorspronkelijke differentiaalvergelijking geeft

dr
0(1+0?)—+(1+6*)r=67
deo

A(0)

0(1+ 92)(% A’(9)—é A(0))+(1+ 92)(T = ¢*

2 2
1+6 A(0)+1+9
o o

(1+6*) A (6)=6

: 0’
A(0)= 1+ 6°

92
A(G)=
(9) J.1+02
We berekenen de integraal in het rechterlid.
2 2 2
J’ 0 2d92j1+9 21 J'1+92 1 2
1+6 1+6 1+60° 1+6

(1+6*) A (0)- A(9) =6

déo

Il— ~d6 =6 —arctan(9)+C
1+0

Dus A(6#)=6—arctan(0)+C

A6
Invullen in de voorgestelde oplossing r (&) = # geeft

r(0)= A(:) = 9—arcta2(0)+c ;(9 arctan9+4n+1)
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d’g _dgq 1

De vergelijking horend bij een RLC-netwerk staat in paragraaf 6.7.3: L—-+R—+—=q=u

d?> dt C
We kiezen L=0,10, R=0, C=0,10 en u(t) =3,6cos(8t).
We krijgen
2
010-29,0.99, 1 4_36c0s(8t)=
dt dt 0,10
2

‘;Tg +100q = 36 cos(8t)
Dit is een tweede orde lineaire differentiaalvergelijking met constante coéfficiénten.
We reduceren deze vergelijking en stellen de karakteristieke vergelijking op.
De karakteristieke vergelijking is A*+100 =0
Oplossen geeft 1* +100 =0= 1 =10i of A =-10i
De oplossing van de gereduceerde differentiaalvergelijking is dan

Uy (1) = C,e% cos(10t) +C,e” sin (10t) =
oo (1) = C, c0s(10t) + C, sin (10t )

(t)

We zoeken een particuliere oplossing en proberen op grond van het rechterlid van de gegeven

differentiaalvergelijking g, (t) = Acos(8t)+Bsin(8t)

De constanten A en B berekenen we met de methode van de onbepaalde coéfficiénten.
We berekenen eerst de benodigde afgeleiden.

Gpare (1) = Acos (8t) + Bsin (8t)
Ope (1) =—8Asin (8t)+8B cos(8t)

Opre (1) =—64 Acos (10t) —64Bsin (10t)
Invullen in de gegeven differentiaalvergelijking levert
% +100q = 36 cos(8t)
—64Acos(8t)—64Bsin (8t) +100( Acos(8t) + Bsin (8t)) = 36 cos (8t)
36Acos(8t)+36Bcos(8t) =36cos(8t)
Dit geeft
36A=36 A=1
{368 -0 {B 0
Dus q,, (t)=1-cos(8t)+0-sin(8t) =cos(8t)
De algemene oplossing van de gegeven differentiaalvergelijking is dan
Gatg (1) = Qo (1) + G, (1) = C, cOs(10t) +C, sin (10t) +cos (8t)
We verwerken de beginvoorwaarden.
Gegevenis q(0)=0C.
Invullen in de algemene oplossing geeft
C,cos(0)+C,sin(0)+cos(0)=0=C,+1=0=C, =-1

Gegeven is ook i(0)=0A.
We weten dat i(t) = i—? , dus



. d
I(t)za(

Invullen van i(0)=0 A geeft —10C, sin(0)+10C, cos(0)—8sin(0)=0=10C,=0=C, =0
De gevraagde oplossing die voldoet aan de beginvoorwaarden is dus
q(t) =—1-cos(10t)+0-sin(10t) + cos(8t) = —cos(10t) + cos(8t)
De gevraagde grafiek ziet er als volgt uit
2

C, cos(10t)+C, sin (10t) +cos(8t) ) =—10C, sin (10t) +10C, cos (10t) —8sin (8t)

1la
De vergelijking is:
ma = —cx +365sin (8t)

2
m%+cx =36sin(8t)

2
% +100x = 36sin (8t)
Deze differentiaalvergelijking lijkt sterk op die van opgave 10.
De karakteristieke vergelijking is: A% +100=0=> 4 =10i of 1 = —10i
Er geldt dus x, ., (t)=C, cos(10t)+C,sin(10t)

We zoeken een particuliere oplossing en proberen x, (t) = Acos(8t)+ Bsin(8t)

De constanten A en B berekenen we met de methode van de onbepaalde coéfficiénten.
We berekenen eerst de benodigde afgeleiden.
x .. (1) = Acos(8t)+Bsin(8t)

part

x' (t)=—-8Asin(8t)+8Bcos(8t)

part

x" (t)=—-64Acos(10t)—64Bsin(10t)

part
Invullen in de differentiaalvergelijking geeft
2
%HOOX —365in (8t) =

—64Acos(8t)—64Bsin (8t) +100( Acos(8t)+Bsin (8t)) = 36sin (8t) =

36Acos(8t)+36Bcos(8t)=36sin(8t)
Dit levert
36A=0 A=0
=
36B =36 B=1
Dus: X, (t)=0-cos(8t)+1-sin(8t) =sin(8t)

De algemene oplossing van de gegeven differentiaalvergelijking is dan
X (1) = X, () = X, (D) + %, (1) = C, cos(10t) +C, sin (10t) +sin (8t

alg
We verwerken de beginvoorwaarden.



De beginvoorwaarden zijn x(0)=0 en x'(0) =v(0)=-2

x(0) =0 geeft C,cos(0)+C,sin(0)+sin(0)=0=C, =0

We bepalen x'(t): x' (t)=—-10C;sin(10t)+10C, cos(10t)+8cos(8t)

x'(0) =-2 levert —10C; sin(0)+10C, cos(0)+8cos(0)=—2=10C, +8=-2=C, =-1.

De gevraagde uitslag x(t) is daarmee:
x(t) =0-cos(10t)+(—1)sin (10t)+sin(8t) =sin (8t)—sin (10t)

11b
De vergelijking is nu:
2
%J&OOX = 365in (10t)

De oplossing van de gereduceerde vergelijking is gelijk aan die in onderdeel a
X0 (1) =C, cos(10t) +C, sin(10t)

We zoeken een particuliere oplossing en proberen x.,. (t) =t-( Acos(10t)+Bsin(10t))
Let op de factor t, deze is nodig omdat sin(10t) een term is van X, (t).

We berekenen eerst de benodigde afgeleiden.
Xoar (1) =t-( Acos (10t) + Bsin(10t)) = At cos(10t) + Btsin (10t)

X' (1) = Acos(10t) —10Atsin (10t) + Bsin (10t) + 10Bt cos (10t
= (A+10Bt)cos(10t) +(B—10At)sin (10t)
X', (1) =10B cos(10t) +( A+10Bt)-(-10)sin (10t) ~10Asin (10t) + (B —10At)-10cos (10t)
=(10B +10B —100At)cos (10t )+ (~10A—-100Bt —~10A)sin (10t)
= (20B —100At ) cos (10t) +(—20A—100Bt)sin (10t)
Invullen in de opgestelde differentiaalvergelijking levert

d*x .
e +100x = 36sin(10t) =

((20B —100At)cos(10t) +(—-20A—100Bt)sin (10t)) +100( At cos(10t) + Btsin (10t)) = 36sin (10t) =
(20B —100At +100At)cos(10t ) + (—20A—100Bt +100Bt )sin (10t) = 36sin (10t) =
20B cos (10t ) — 20Asin (10t ) = 365sin (10t)

. 20B=0 A=-18
Dit geeft
—20A=36 B=0

Dus x,,, (t) = Atcos (10t) + Bt sin (10t) = —1,8t cos (10t)
En daarmee x(t) = x,, (t) = X, (1) +x,, (t) =C, cos(10t) +C, sin (10t) —1,8t cos (10t)
We verwerken de beginvoorwaarden x(0)=0 en x'(0) =v(0)=-2.
x(0) =0 geeft C,cos(0)+C,sin(0)-1,8-0-cos(0)=0=C,-0=0=C, =0
We bepalen x'(t)
x' (t) =-10C; sin(10t)+10C, cos(10t) -1,8cos (10t ) +18tsin (10t
X' (0)=-2 levert
~10C, sin(0) +10C, cos(0)—1,8c0s(0)+18-0-sin(0) =—2 =
10C,-1,8=-2=C, =-0,02 '



De gevraagde uitslag x(t) is daarmee
x(t) =0-cos(10t)+(-0,02)sin (10t) 1,8t cos(10t)

=-0,02sin(10t)—1,8t cos(10t)

1la 11b
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12aen 12b
Op het bootje werken twee krachten. Een constante kracht F,, , geleverd door de buitenboordmotor,

waarvoor geldt F, =840 N. De richting van deze kracht kiezen we positief.

Ook werkt op het bootje een weerstandskracht F,, die tegengesteld gerichtisaan F, . F, is
evenredig met de snelheid v van de boot, dus geldt F, =c-v.

Verder is gegeven dat voor v=3 geldt F, =360 N.

Dit geeft 360=c-3, dus ¢=120 en daarmee F, =120v.

Voor de resultante F, van de krachten geldt F =F, +F, =840-120v.

Voor F, geldt bovendien F  =ma= mg—\:.
Ook is de totale massa bekend: m =220+80 =300 kg
Dus geldt

dv

Fos =840-120v=>m - =840-120v =

300ﬂ+120\, =840=> y+0,4v =28
dt dt

We lossen deze lineaire eerste orde differentiaalvergelijking met constante coéfficiénten op.
De karakteristieke vergelijkingis 21 +0,4=0,dus 1=-0,4.

Dus v,,, (1) =Ce™**

Als mogelijke particuliere oplossing kiezen we een constante, omdat het rechterlid van de
differentiaalvergelijking een constante is. Dus v_ . (t) = A.

Dan geldt v;,, (1) =0.

part

Invullen in de differentiaalvergelijking geeft % +0,4v=2,8=0+0,4A=28= A=7

We weten nu de algemene oplossing v(t) =V, (t) =v,,, (D +v ., (1) =Ce®* +7

12a
Als we ervan uitgaan dat de snelheid gedurende het varen toeneemt, dan geldt

Vi (1) = limv (1) = !im(Ce*O"“ +7)=C-0+7=7

De maximale snelheid bedraagt dus 7 m/s.



12b

Als extra is nu gegeven v(0) =0.

We weten v(t) =Ce ™" +7.

Er geldt daarom 0=Ce**°*+7=0=C+7=C=-7
Dit geeft v(t)=Ce** +7=-7e** +7=7-7e°*



