Hoofdstuk 4 Functies van twee of meer variabelen
4.13 Herhalingsopgaven

la
=X +y*—4x+2y+6

0=xX"+y* —4X+2y+6=X* —4x+ Yy’ +2y+6=0=
Doorsnijden met grondvlak geeft x> —4x+4-4+y°*+2y+1-1+6=0=

(x=2)" =4+ (y+1)’ —146=0= (x—2)" +(y+1)" = -1

Omdat de som van twee kwadraten niet negatief kan zijn, is er geen enkel punt van het opperviak
dat in het grondvlak ligt.

Doorsnijden met een vlak evenwijdig aan het grondvlak en hoogte minstens 1 geeft een cirkel.
Bijvoorbeeld snijden met het vlak z =5 geeft via een berekening als hierboven

5=x+y2—4x+2y+6=(x—2)" +(y+1)° =4
Dit is de vergelijking van een cirkel in het vlak z =5 met middelpunt (2,—1,5) en straal 2.

Doorsnijden met achtervliak x =0 geeft
7=0+y’—0+42y+6=2=y’+2y+6=2=(y+1)’ -1+6=(y+1) =z-5
Dit is de vergelijking van een parabool.

Doorsnijden met zijvlak y =0 geeft z=x>—4x+6=2=(x-2)"—4+6=(x—-2)"=z-2
Ook dit is de vergelijking van een parabool.

Hieronder staat een Maple-plot van het beschreven oppervlak; het is een paraboloide.
De x-as is getekend van -2 tot 6, de y-as van -6 tot 6 en de z-as van 0 tot 10.




Doorsnijden met grondvlak x* +0=y* = x*=y* = x=y of x=-y
Dit zijn twee rechte lijnen in het grondvlak.

Doorsnijden met een vlak evenwijdig aan het grondvlak geeft een hyperbool, kies bijvoorbeeld
2=1: X +4=y > X’ -y* =—4

Doorsnijden met achtervlak x =0 geeft twee rechte lijnen 0+4z° =y* = y=2z of y=-2z

Doorsnijden met een vlak evenwijdig aan het achtervlak geeft een hyperbool, kies bijvoorbeeld
y2 2 2 2

X=4:16+47 =y’ =472 —y* =—16= L _1= Y L 4
16 4 2 2

Doorsnijden met zijvlak y=0: x* +4z°=0=x=0 én z=0
Dit geeft slechts één punt, namelijk O(0,0,0)

Doorsnijden met een vlak evenwijdig aan het zijvlak geeft een ellips, kies bijvoorbeeld y =2:
2 2
X442 =4=2 4+ o1
2° 1
Hieronder staat een Maple-plot van het beschreven oppervlak.
De x-as is getekend van -6 tot 6, de y-as van -8 tot 8 en de z-as van -5 tot 5.

2
ou 0 0
=e*(x-y),dus —=—I(e")-(x—y)+e*-—(x—-y)=e"-(x-y)+e"-1=e"-(x—y+1
a=e*(x-y), dus S == (e")-(x=y)+e* - S(x=y) =e"-(x=y) (x-y+1)
en
N g (D) =g
oy

ou ou
Dus geldt — + — =¢*-(x—y+1)+(—e*)=¢*-(x=y)=u
geldt = +5 (x—y+1) (x-y)

Hiermee is aangetoond wat aangetoond moest worden.
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Voor de gevraagde maximale relatieve fout geldt
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Voor de gevraagde maximale relatieve fout geldt
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De impliciet gegeven functie (sinx)(siny)—e” =0 is te schrijven als F(x,y)=0, met
F(x,y)=(sinx)(siny)—e”

oF
dy dy  x
\Voor eldt dan —_0X
dx : dx OF
oy
oF
or _ o
Hieruit volgt dy __ox __(cosx)(siny)—e”-y

dx  OF  (sinx)(cosy)—e”-x
oy

5b

De impliciet gegeven functie In(x*+ y*)—arctan (lj =0 is te schrijven als
X

F(x,y)=0,met F(x,y)=In(x*+ yz)—arctan(lj
X



oF

dy dy ox
Voor —= geldtdan £ =-2
dx ax  oF

oy

We bepalen eerst o en il afzonderlijk
OX oy

oF 1 oy 1 (. y)_ _2x y  2X+y
6X_X2+ 2 X 2 2 |7 2 2t 27T 2 2
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2 X2+y2 y2+X2 X2+y2

2 2 <Y 2
oy X +y (yj 1
X
oF 2x+y
Hieruit volgt d—y:—ﬁ:—x2er2 __2XHy _ 2X+y
dx OF 2y-1 2y-1 1-2y
oy x4y’

X
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Omdat (x,y) de cirkel met middelpunt O(0,0) en straal 3 doorloopt geldt
x=3cos¢ en y=3sing

Voor de afgeleide van z =3x*+ 2y’ naar de hoek ¢ geldt

dz oz dx ozdy .

—=——+——"-=06X:(-3sing)+4y-(3cos¢p) =

4o oxde oy do (=3sing)+4y-(3cos )
=6-3cos¢p-(-3sinp)+4-(3sing)-(3cosp) =

=-54sin @ cos ¢ +365in @ cos ¢ = —18sin pcos g = -9sin (2¢)

1.
Voor de stationaire punten (x,y) geldt dat de beide partiéle afgeleiden gelijk moeten zijn aan 0.
Er geldt 2—i=3x2 ~0-6y+0=3x"-6y en %=—3y2 —0-6x+0=-3y?—6x
Nulstellen levert twee vergelijkingen
1

@=O:>3x2—6y:0:>y=—xz
OX 2

%:0:>—3y2—6x:0:x:—;y2
De tweede vergelijking invullen in de eerste geeft
y:;(—;yz)zzy:;y“:y4—8y:0:> y(y°-8)=0=y=00fy’=8=y=00fy=2
y =0 invullen in de tweede vergelijking levert: x=0



y =2 invullen in de tweede vergelijking levert: x=-2

Er zijn dus twee stationaire punten (x,y)=(0,0) en (x,y)=(-2,2)

Voor het bepalen van de aard van de stationaire punten hebben we de tweede afgeleiden nodig
82]; =6x, B= o't =—6 en C:azz
OX oxoy
Voor de Hessiaan H geldt dan H = AC —B? = 6x-(-6y)—(—6)" = —36xy —36
In het punt (x,y)=(0,0) geldt H=-36-0-0-36=-36<0

Hier is dus sprake van een zadelpunt.

Voor de z-codrdinaat van dit zadelpunt geldt z= f (0,0)=0-0-0+2=2

In het punt (x,y)=(-2,2) geldt: H =-36-(-2)-2-36=144-36=108 >0
Bovendien geldt: A= 682 L 6-(-2)=-12<0

X2

A=

Hier is dus sprake van een lokaal maximum.
Voor de z-codrdinaat van het betreffende punt geldt

2=1(-2,2)=(-2)*-2°-6-(-2)-2+2=-8-8+24+2=10

8
Zx:(—2)+—1+0+1+2:0

3% =(-2)" +(-1)° +0% +12 + 2% =10

> y=77+4,2+18+(-13)+(-50)=74

> xy=(-2)-7,7+(-1)-4,2+0-1,8+1:(-1,3)+2-(-5,0)=-30,9
aantal waarnemingen: 5

Normaalvergelijkingen van Gauss
a-10+b-0=-30,9 (10a=-30,9 a=-3,09~-31
=
a-0+b-5=7,4 5b=7,4 b=148~15

Gevraagde eerstegraadsfunctie y =-3,1x+1,5

9

We leiden eerst de formules af waarmee a en b te bepalen zijn. Dat gaat op dezelfde manier als
de afleiding van de normaalvergelijkingen van Gauss voor het bepalen van een rechte lijn met de
kleinste kwadratenmethode. We kiezen een parabool, zodanig dat de som van de kwadraten van
de afwijkingen ten opzichte van deze parabool zo klein mogelijk is. Met afwijking bedoelen we
de verticale afstand tussen een punt op de parabool met dezelfde x-codrdinaat en het meetpunt.

De waarden van y op de parabool y =a-+bx® krijgen we door invullen van de x-waarde. Bij X,
hoort voor iedere waarde van k de y-waarde y(x, ) =a+bx,’

n

Voor n meetpunten is de genoemde som van de kwadraten f (a,b)= (a+bxk2 -, )2
k=1



Dit is een functie van twee onafhankelijke variabelen a en b. We willen een minimale waarde
van f(a,b) bepalen. Het is dan noodzakelijk dat de partiéle afgeleiden van de eerste orde gelijk

zijn aan nul. Dus moet gelden a =0 en a =0

oa ob
Op vergelijkbare wijze als in paragraaf 4.12 leiden we twee vergelijkingen af. Let op: er staat nu

x> in plaats van x,en de rol van a en b is verwisseld. De vergelijkingen zijn

bn x“+an X2 = n X’
kzzl: k kzzl‘, k ;( K Yk) ol {azxk2+bzxk422(xk2)’k)
n n ! 2 _
bY xZ+na=>"y, na+b) x'=2,
k=1 k=1

In de gegeven situatie van de opgave geldt
D xZ2=02+17+2°+3*+42 =30
>t =0"+1"+2"+3" +4* =354
Zyk =1,9+2,5+4,1+6,4+10,0=24,9
D x>y, =07-1,9+1%.2,5+2%.4,1+3*.6,4+4-10,0=236,5
aantal waarnemingen: n=5

We bepalen a en b met behulp van bovenstaand stelsel en vinden

<':1-3O+b-354=236,5:> a~198
5a+b-30=24,9 b ~0,50

De gevraagde vergelijking van de parabool is daarmee y =1,98+0,50x”.

10
Het punt C beweegt zich in een rechte lijn. Op t =0 bevindt C zich in het punt (0,2),0p t=1

ligt C in het punt (3,4). Maak een tekening van de situatie.

Voor de hoek A, die we o noemen, geldt tan(a):y—cz%
XC

Hieruit volgt o =arctan ( 2+ th

De gevraagde snelheid is %—f

Er geldt



da d 2+ 2t 1 3gt-2—-(2+2t)-3
— =—| arctan = > >

t (2+2t) (3t)
1+

3t

1+ 45 6 _ -6

L, (22t 9 ot (2420)° 1374844
ot?

Op t =1 geldt dus: {d—a—‘ :[2_—6—‘ __ 5 s
dt [ 113t °+8t+4 |, 25



