Hoofdstuk 3 Matrices en determinanten

3.8 Herhalingsopgaven

la
3 -1 3 -8 15 -19
3A+2B=3 +2 =
0 2 9 2 18 10
1b
A+2B+ D is niet mogelijk.
1c
. ((3 -8) (3 -1)) (0 -7\ (0 9
(B—A) = — = =
9 2 0 2 9 0 -7 0
1d
ap_[3 “8)-1 3 -4)_(3-40 9 -12-8) (43 9 -0
9 250 1) |-9+10 27 -36+2) | 1 27 -34
DB is niet mogelijk.
le
3 0 2
-1 3 4 -3-3-4 6+24 -2-15
DC = -1 2 -5|= =
50 1 15+1 —6 10
1 6 O
3 0 2 T
. -1 3 —4)
Ch =|-1 2 -5
50 1
1 6 O
3 0 2)Y-15 -3-8 1542 -11 17
=-1 2 -5 3 0|=[1+6+20 -5-5|=| 27 -10
1 6 0/)l-4 1 -1-18 5 -19 5
2a
Schoonvegen van de totaalmatrix van het stelsel leidt tot
2] 3 1| —2)-2-1 2 -3 1]-2
4 4 3| 6|4 3010—510%
2 3 -1|-10) 0 6 -2|-8);
2

|

-10 30



2 -3 1]-2) 7T 2 0 0|6
=0 2 -1/2|T =0 |- o] 6|3
0 3 [-1[4)-11 0 3 -1|-4
2 0 0] -6 % 1 0 0| -3
=|/0 -1 0| 6|-1=(0 1 0| -6
0 0 1|-14 0 0 1|-14
X = -3
Het bijbehorende stelsel luidt 1 x, = —6
X, =-14
-3
Oplossing: X=| —6
~14

2b
Schoonvegen van de totaalmatrix van het stelsel leidt tot

1] -1 5(1)-1-6 1 -1 5| 1)6

1 -1 5[1(¢ =|/0 0 0|0

6 -6 6|2 l 0 0 -24|-4/_1
4

6 6 30(6)7T 6 6 01
= =
0 0 6|1)-5 0 0 6]1

Meer kolommen zijn er niet schoon te vegen zonder de reeds verkregen schoongeveegde
kolommen te verstoren. Het stelsel dat overblijft is

6x, —6X, =1
6x,=1

Stel x, =, waarbij « € R, danis x1:%+a; Xy =
1 1

Algemene oplossing >?=% Ol|+al|l
1 0

o -

waarbij o e R.

2c
Schoonvegen van de totaalmatrix van het stelsel leidt tot



] -1 1] 1)-1-2 1 -1 1)1 1 -1 1] 1

1 -5 5|34 =0 4 4|-4|T=|0 0 0|4

2 6 62| 0 -4 [4]0)]-1 (0 -4 4]0
Van het bijbehorende stelsel luidt de tweede vergelijking: 0x, +0x, +0x, =—4
Hier kan geen enkele waarde van x;, X,en x, aan voldoen: het stelsel is strijdig.

3a
A2—4A+I:O<:>I:4A—A2<:>A‘1I:A‘l(4A—A2)
SAT=41-A
3b
2 2 2 10 00
A’ 4A+1 =0 P P -4 P n -
1 2)\1 2 1 2 0 1 00
4+p 4p) (8 4p 10 0 0
= - + =
4 4+p 4 8 0 1 00
-3+p 0y (0 O
0 3+p) |0 O
3c

2 3|1 0 1ll1 =2)2
(A||)= T:>0
[ 200 1)2 {1 200 1}
0 11 -2 1 02 -3 1 02 -3
= = =
1 02 -3 0 11 -2)-17l0 11 2
A 2 -3
1 2

1 0) (2 3 2 -3
Opmerking: inderdaad geldt A™" =41 -A=4 - =
0 1) \1 2 -1 2

4a
2 -3 5 X,

Het stelsel is van de vorm AX =b , waarbij A=|0 5 —p|, X=|x, |enb=
1 p 1 X,

4b



Inverse matrix bestaat als | Al =0
2 -3 51T |0 3-2p 3
|A|=O 5 —p| =0 5 —p|=
p -2 1 p
|A|=0: 2p®+3p-15=0
We lossen deze vergelijking op met de abc-formule
D:9—4-2-(—15):129
3129 3,1
= =—7%7 129

1,2 4=

Inverse matrix bestaat voor p = —%i% 129

I4r?verse matrix berekenen voor p =1
2 3 51007 (0 -5
(Al)=|0 5 -10 1 0| =|0 5
1 10 0 1)-2 (1 1
0 10 01 3 -2 0
=|0 5 -10 1 0[2=|0 10
1 6 00 0 1)5 |5 30
010 01 3 -2 0
=|0 0 —2/-1 -1 2|-5=|0
5 0 0-3 -4 112 (10
10 0 0]-6 -8 22
=| 010 01 3 -2
0 0 10(5 5 -10
6 -8 22
Er volgt A‘lz% 1 3 -2
5 5 -10
4d

‘—S—Zp

3]1 0
1o 1
10 0
o1 3
200 2
00 5



5

Dit stelsel is van de vorm AX = 5, met

1 2
1 3
A —
2 -1
-3 1

Regel van Cramer X, =

1 2
1 3
A=l
3 1
——1.5[-1
2

—2

1

0
2

det(4,,d,,b,

el

=

~— X

-2

1
2

2
2

1
-1

A
0
2
0

—2/1-2
I\
2l

1
~-5/0
0

2
3
-5

2
~1=-5-1
6

Omdat |A =0 is de regel van Cramer toe te passen.

1 2
) 1 3
det(8,,d,,b,4, )= -
3 1
1
=-1.5-1
2
-
det(d,d,b,d,)
A e
6a
2 -1 3)(x) (1
1 2 1% |=|p
-1 q 2){x 0

1
2
3
2
1

-1 3
1

0l =

3
-5/0

1

1
2 1

-1 3

3 -1
=-5.13=-65
5 6

1 0
0 0
3 0
-1 -1

3
1 0=-51] ]=-40



6b
2 -1 3|1)\7 0 -5 5[1-2p
(A|6): 2 -1lp|-21 =|1 2 -1| p|s
-1 q -2/0) 4 0 g+2 -3 p /5
0 5 [5|1-2p)13 (0 -5 5[1-2p
=|5 10 -5 pv =|5 5 0|1+3p
0 5q+10 -15 p|] ¥ |0 59-5 0|3-p

Als 5 -5 = 0, datiszo als g =1, dan kunnen we de totaalmatrix verder schoonvegen en

hebben we precies één oplossing voor elke waarde van p.
Voor g=1 en p =3 wordt de derde vergelijking in de laatste totaalmatrix

0x, +0x, +0x, =0, zodat het stelsel dan oneindig veel oplossingen heeft.
Voor g=1 en p =3 is het stelsel strijdig.
Samenvattend hebben we
o éénoplossing als q=1en peR
o het stelsel heeft oneindig veel oplossingen voor g =1A p=3
o het stelsel is strijdigals q=1A p # 3

6c
2 -1 3 T ]0 3 -1
5 —
A=| 1 2 4T =0 -4 —3:—‘4 J1:5
2 2112 |-1 2 -2

Omdat |Al =0 is de regel van Cramer toepasbaar.
-1 32 |1 -1 3

det(b,d,.&)=|-2 2 -1l=j0 0 5=
0 2 -2 0 2 -2

0 5
-2

‘:_10

1 3 |2 1 -1

o 20 -1 0 O
-2 -
2 -1 1 2 3
TS 3
det(d,d,b)=| 1 2 —2=[1 4 - =—‘4 _j:lo
2 o |F11 O
2 -

Voor de oplossing vinden we



6e 2

7a
De eigenwaarden zijn oplossingen van

L2784 5 -1
oz|A—M|=E 2 -1-62 5 T

2 2-64-1
2-61 5 -
:is 0 —3-61 3+61
2 2 2-624
2-64 5 -
:é(3+6/1) 0 1

2 2 2-64

1>
1 2-64 5 4
:—3(3+6/1) 0 -1 0
6
2 2 4-64
2—-64 4
2 4-64

—(3+62)(-1)

— S5 (3+64){(2-62)(4-62)-8)

6—13(3+6/1)(36),2 ~364)

:—6—13(3+61)36/1(/1—1)

zodat de eigenwaarden van A zijn: A4, = —%, A =0en A4 =1



59X, + 5%, — X, =0
Voor Azﬂiz—% wordt het op te lossen stelsel 2% + 2X, + 5% =0
2X, + 2%, + 9%, =0
Schoonvegen van de totaalmatrix van het stelsel leidt tot
5 5 [-1]|0)55 5 5 -1/0 5 5 -1/0) 7T
2 2 5[0y =|27 27 oo|=|1 1 ofo|T
2 2 50| 4 27 27 o0lo) ([ 1 o|o)-1-5

0 0 1|0
=|0 0 0|0
11 0/0
Het stelsel behorend bij de laatste totaalmatrix { % =
X + X, =0
1
Kies x, =adanis x, =—a, zodat de algemene oplossing is X=a| -1
0
1
We kiezen v, =| -1
0
2X, + 5%, — X, =0
Voor A=A, =0 wordt het op te lossen stelsel 2% — X, + 5% =0

2X, + 2%, + 2%, =0
Schoonvegen van de totaalmatrix van het stelsel leidt tot
2 5 -1]o) 7 0 3 -3/0) (0o [ -1]|o)1-1
2 -1 50T =|0 -3 3/0|=|0 -1 1j0[{
2] 2 2]0)-111 2 2 2|0 1 1 1jo) {

0 1 -1/0
=|0 0 0]0
1 0 2]|0
. ) X, + X =0
Het stelsel behorend bij de laatste totaalmatrix
X, + 2%, =0

Kies x, =adanis X, =« en X, =—2«, zodat de algemene oplossingis X=«

-2
1



-2
We kiezen v, =| 1
1
—4X, + 5%, — X, =0
Voor A =4, =1 wordt het op te lossen stelsel 2% — TX, + 5% =0
2X, + 2X, — 4%, =0
Schoonvegen van de totaalmatrix van het stelsel leidt tot

-4 5 -1]0) * 0 9 -9/0) (o0 [ -1joj11
2 -7 50T =|0 -9 9/0|=|0 -1 1)0¥
2 —4f0)-12 (2 2 -4f0) |1 1 -2j0f {
0 1 -1/0
=|0 0 0|0
10 -1/0
Het stelsel behorend bij de laatste totaalmatrix {)(1 X - f - g
, =

i
I
K

Kies x, =adanis X, =« en X, =« , zodat de algemene oplossing is

1
We kiezen v, =|1
1

70
1 -2 14T |0 -1 2 4
det(V,V,,V,)=|-1 1 U1=|-1 1 =(—1)(—1)‘ J=—3
0 1 0 1
Omdat det(V;,V,,V; )0 is het stelsel een basis.

7c
Het inwendig product van Vv, en V, is niet nul: v,«v, = 3. Dit betekent dat de vectoren V;

en V, niet loodrecht op elkaar staan en dat de eigenvectoren dus niet onderling loodrecht
op elkaar staan.

7d
We schrijven X =V, +a,V, +a,V,



o — 20, + o, =1
Het op te lossen stelsel is -, + a, +a, =0
o, +a; =2

Schoonvegen van de totaalmatrix van het stelsel leidt tot

1 -2 1|1\71 0 [-1 2[1)11 0 -1 2]1
-1 1 1/0]1 =|-1 1 104 =|-1 0 31
0 1 1|2 0 1 12| ¢ 0 0 33

0 -1 211 T 0 -1
=|-1 0 31T =|-1

0]-1
0]-2
0 0 [j1)-3-2 | 0 1] 1

0
0

1 2
Ervolgt o, =2, a,=1en g, =1en | 0| = 1}
2 1

8
A is een symmetrische matrix en daarmee diagonaliseerbaar.

We berekenen een matrix V van eigenvectoren zodat D =V AV en vervolgens A’
volgens A’ =VD*V ™
De eigenwaarden zijn oplossingen van
-2 2
0=|A-Al|=| 2 3-2 4
2 4 3-1

Il
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~
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De eigenwaarden van A zijn 4, =-1en 4, =8
X, + 2%, + 2% =0
Voor 4, =4, =—1 wordt het op te lossen stelsel 2% + 4%, + 4%, =0
2X, + 4X, + 4%, =0
Dit stelsel is gelijkwaardig met de vergelijking x, +2x, +2x, =0
Kies X, = en X, =, danis x, =—2a -2/ en geldt voor de algemene oplossing

-2 -2

X=a| 1|+p| O

0 1
-2 —2
We kiezen v,=| 1ljenv,=l 0
0 1

—8X, + 2X, + 2%, =0
Voor A, =8 wordt het op te lossen stelsel 2% — 5%, +4x, =0
2X, + 4x, — 5% =0
Schoonvegen met de totaalmatrix van het stelsel leidt tot:
-8 2 2/oy * 0 18 -18|0 0 [1 -1/0)1-4
2 5 4[0|T =|0 -9 9l0o|=|0 -1 104
4 -5|0)-14 2 4 -5/0 2 4 50| {

-1
=10 0
2 -1
. . X, — X = 0
Het stelsel behorend bij de laatste totaalmatrix
2, — X% =0
1
Kies x, =2adanis x, =2a en x, =« , zodat de algemene oplossingis X=a| 2
2

We kiezen v, =

N N



Opmerking: de eigenvectoren staan niet paarsgewijs loodrecht op elkaar, zodat de matrix
van eigenvectoren geen orthogonale matrix kan worden en we dus de inverse van V
moeten berekenen.

We berekenen de inverse van V

2 -2 11 0 0\t (0 -2 s5/1 2 0\
(V[1)=| ] o0 20 1 0[2=|1 0 20 1 0

0 1200 1 0 [1 200 0 1)2
00 912 2 00 [91 2 2)-2 -2
=|1 0 20 1 0(9=|9 0 180 9 0| J
0 1200 1)9 (0 9 180 0 9 J
0091 2 2 9 0 02 5 —4
—=|9 0 02 5 —4|=|0 9 0-2 -4 5
09 02 -4 5 00091 2 2
2 5 -4
Er volgt V‘lzé -2 -4
1 2 2
-1 00
D=V?AV=| 0 -1 0
0 0 8

Ten slotte berekenen we A°
2 2 () 0 0] 2 5 4
A=VDVZ=l 1 0 2 0 (-1 o0
0 1 2 0 0 8§ 1 2 2

2 2 8)Y-—2 5 -4
=% 1 0 2.8||-2 -4 5
0 -1 28/l 1 2 2
3640 7282 7282
—| 7282 14563 14564
7282 14564 14563
9
L, =4A;1,=2A;1,=1A;1,=1A



