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Toegepaste wiskunde voor het hbo, dedl 2
Uitwerking paragraaf 7.12 (herhalingsopgaven van hoofdstuk 7)

Opgave 1

dy

Gegeven{1+ xz)d— = 2xy . Bepaaly(x).
X

Uitwerking
(1+x )gy =2Xy =

J'%dy=jlf);2dx of y=0

In(|y]) =Inf1+x¥+C of y=0
an(¥) = dnhex’l+c ofy= 0
|y| = € [ ofy= 0
y=+e° [+ x* ofy= 0= y= Al #x*) ,meAdR
In de laatste stap is gebruikt dit x| = 1+ x?, omdatl+ x? niet negatief kan zijn.

Opgave 2

Los de difl‘erentiaalvergelijkint‘(]x2 +1)% =y op door scheiding van de variabelen.
X

Uitwerking

(e +1) Y =

dx
jidy =
y
In(]y]) = arctar(x) +C ofy= 0
e'“(M) — élrctar(x)+c Ofy =0
|y| =e° [éarctar(x) of y=0
y= +e° [garctar(x) ofy= 0= y= AD@ctar(x) “meAdR

Opgave 3
Van een functiev(u) is gegeveruln u% -v=0 (u>0)env(3)=In9. Bepaalv(u).
Uitwerking
We bepalen eerst de algemene oplossing van de d. v
uln(u)——v O:uln(u)ﬂ:v:—ldv— d ofv= 0=

du v u In(u)

J' dv= Iln(u —du ofv=0

j\—/dv:jln(u)dln(u) of v=10



InM=In(In(u))+C of v=0

eInM — én(ln(u))+c ofv= 0

M =" ofy=0
v==%€® In(u) of v= 0=v(u)=A In(u) , meAOR
Nu verwerken we de voorwaardé3) =In9:
_In(3*) 2In(3)

v(3=In(9)= Ah(d=In(9 = A e - A=""2"2 e = A= 2

Dus geldt:
v(u)=2In(u), metAOR
Opgave4

Bepaal de algemene oplossing van de differentiegdligking d—+4 & =5€ + 3sirx.
x>

Uitwerking
Reduceren van de d.v. geeft:
3
d_Z + 4& =0
dx dx

De karakteristieke vergelijking ist® +44 =0
Oplossen geetft:

A +41=0=1(1?+4=0=>1=00fA= 2iofA=-2
De oplossing van de gereduceerde d.v. is dan:
Yoo (X) =C > +C £% cod X)+C£*™ sif 2)=
Yoo (X) =C,+C,cos( X) +C, si X)
We zoeken een particuliere oplossing en proberegrapd van het rechterlid van de gegeven d.v.:
Your (X) = A€ + B cosc+C sirk

De constanteA, B enC bepalen we met de methode van de onbepaalde ¢égfén.
We bepalen eerst de benodigde afgeleiden.

Yoar (X) = A€ = B sinx+C COX

Yo (X) = Ae* — B cosx~C sirx

Yoy (X) = A€ + B sinx—C cox

Invullen in de gegeven d.v. levert:
A€ +Bsinx-C cox+ 4A &-B siR+C cogd= 5e 3sil
(A+4A) e +(B- 4B) six+(-C+ €) cog= Se+ 3sin

5A€ — B sinx+ & cox= 5e+ 3sin

Dit geeft:
5A=5 A=1
-3B=3 = {B=-1
=0 C=0

Dus Y, (x) =€* - cosx
De algemene oplossing van de gegeven d.v. is dan:
Yaig (X) = Voo (¥) + y 1 (X) =C + C gos( X) +C ,si{ X)+ &~ cos



Opgave5

2
Bepaal de algemene oplossing van de differentisgéigking %+9u =9sin( 3).
W

Uitwerking

Reduceren van de d.v. geeft:
d’u B
—2+9U =0
dv

De karakteristieke vergelijking ist* +9=0

Oplossen geeft:
A*+9=0=>A1=3iofA=-3i

De oplossing van de gereduceerde d.v. is dan:
Uy, (V) =C€” cos( ) +C £ sif 8) =
Upor (V) =C,cos( &) +C, sir{ 8)

We zoeken een particuliere oplossing en proberegrapd van het rechterlid van de gegeven d.v.:
Upa (X) =VI{Acos( ) +B sir{ 8))= Av co @ +Bv sihv3

Let op de factov, vanwege het feit dein(3/) als term voorkomt inu, .

De constanteA enB bepalen we met de methode van de onbepaalde ¢éifén.
We bepalen eerst de benodigde afgeleiden.

Ui (X) = Acos( &) - RAv sil 8)+B sik @+ Bv cdsvd

=(A+3Bv)cod 3)+(B- 3\v) sif 9)
u’ (x)=3Bcod ¥)— A+ Bv) siftf @ +(- B) sind+ (B- &) cowy

=(3B+3B-9Av) cog 8)+(- 2- 8v- B) sih\3
=(6B-9Av) co 8)+(- &\ - Bv) sif B

2
Invullen in de gegeven d.vg—g+9u =9sin( &) levert:
v

(6B-9Av) cod 8)+(- & - Bv) sit @+ BAv cdsvB+Bv dinvd= 9siw).
(6B-9AvV+9Av) cod 8)+(- &— 8v+ Bv) sinvd= 9s(hv3

6Bcod ¥)- A sif 8)= 9sih\3
Dit levert:

6B=0 A=-
=
~6A=9 B=0

Dus u,, (x) = —gvcos( 3)
De algemene oplossing van de gegeven d.v. is dan:
Uy (V) = o (V) +u (V) =C cos( ) +C ,sid 8) —gv coé 3

N w

= (C1 —gv) cos( %) +C, sir( 8)

Opgave 6
Los de volgende differentiaalvergelijkingen op:

2
4y ¥ e
dx ox

4

Y _ -1 x, 1 ox

a



Uitwerking onderdeel a
Reduceren van de d.v. geeft:

ﬂ - 2& =0
dx*>

De karakteristieke vergelijking ist> =21 =0

Oplossen geetft:
A?=21=0=A(1-2)=0=>1=00fA=:

De oplossing van de gereduceerde d.v. is dan:
Yhom (x) = Cleox + Czezx = yhom(x) =C+C 2éX

We zoeken een particuliere oplossing en proberegrapd van het rechterlid van de gegeven d.v.:
Yoar (X) = Axe™

Let op de factok, die nodig is omda¢™ in de oplossing van de gereduceerde d.v. voorkomt.

De constant@ bepalen we met de methode van de onbepaalde ¢éétén.

We bepalen eerst de benodigde afgeleiden.

Yiar (X) = AS™ + 28x € = (A+ 2X) &

Yo (X) =2A6” + A A+ 28) & =( A+ #X) &
Invullen in de gegeven d.v. levert:

(4A+4AX) € - A+ 2x) &= 2& =

(4A+4AX-2A- 4AX) € = 28' = A B= = A=
Dus Y, (x) = xe**

De algemene oplossing van de gegeven d.v. is dan:
yalg (X) = yhom(X) + ypart(x) =C 1+C §2X + XGZX =C 1+(C 2+ X) éx

Uitwerking onderdeel b
4

Reduceren van de d.v. geeft:
dy
dx*

De karakteristieke vergelijking ist* -1=0

Oplossen geetft:
A'-1=0=(A?-1)(1*+ )= 0=
(A-1)(A+)(A-i)(A+i)=0=
A=1ofA=-1ofA=i0fd=-i

De oplossing van de gereduceerde d.v. is dan:
Yoo (X) =C£* +C,e™ +C € cox+C, & sin=
Yoo (X) =C g4 +C,€* +C, cox+C, Six

We zoeken een particuliere oplossing en proberegrapd van het rechterlid van de gegeven d.v.:
Your (X) = Axe* + Bxe™

Let op de factoxk bij zowel € als €™ die nodig is omdae” en €™ beide in de oplossing van de
gereduceerde d.v. voorkomt.

De constanteA enB bepalen we met de methode van de onbepaalde ¢éétén.

We bepalen eerst de benodigde afgeleiden.



Your (X) = Axe* + Bxe™

Yoo (X) = A€* + Ax€' +BE* - B € =(A+ Ax) &+(B-Bx) €

Yo (X) = A€ +(A+ Ax) & ~BE* —(B-Bx) € =( A+Ax) &+(- B+Bx) @
Yo (X) = A€ +(2A+ Ax) € - B & —(- B+Bx) &=( B+Ax) &-Bx &
Yo (X) = Ae* +(3A+ AX) € —B € +Bx & =( A+ Ax) &+(-B+Bx)e”

Invullen in de gegeven d.v. levert:
4

y 1 x, 1 +x
—J_y=—¢+=
e Yy 26 26

(4A+AX)€ +(-B+Bx) €* ~(Ax&+Bx &)= &+ @

N

(4A+ Ax— AX) & +(-B+Bx-Bx) €* = &+ &

x _ 1 1 x

Dit geeft: A:% enB= —%

Dus: y,..(x) = % xe" —% xe”
De algemene oplossing van de gegeven d.v. is dan:
Yag (X) = Yiom (X) + Y 1 (X) =C € +C £¥+C ;cox+C, sin(+%x é—%x E=

Yag (X) :(Cl+;x)eX +(Cz—;x) e* +C, cox+C, six

Opgave 7
2
Losop: 3 Z2-2%_ ;-0
dt dt
Uitwerking

De d.v. is homogeen, reduceren hoeft dus niet.
De karakteristieke vergelijking (k.v.) ist* =21 -1=0
Oplossen geeft:
D=(-2)° -400{-1)= ¢

De oplossingen van de k.v. zijn:
248 _ 2+ 2J_2:1J_rﬁ

2 2
De oplossing van de d.v. is dan:

2(t) =™ +c,d= = é(C1 & +C, ‘efz)

A=

Opgave 8
2

Bepaal de algemene oplossing van de differentiagdligking 4%—12%3+ q=C
v

Uitwerking

De d.v. is homogeen, reduceren hoeft dus niet.
De karakteristieke vergelijking (k.v.) igA* —121 + 5= (
Oplossen geetft:

D =(-12)" - 404 B= 6t
De oplossingen van de k.v. zijn



121\/6_4= 12 8, waaruit volgtA :ﬁ3=21 of A _12-8_
204 8 2 8

De oplossing van de d.v. is dan:

A=

N -

5, 1,
u(v)=Cge? +C,&

Opgave 9

Bepaal de oplossing(6) van de differentiaalvergelijking (1+ 92)% +(1+ 6)r = 6% met

beginvoorwaarde (1) = 2.

Uitwerking
We delen linker- en rechterlid van de d.v. dédi+6?) en krijgen:
a 1 @

I
dd 6 (1+6?)
We zien dat de d.v. een inhomogene, lineaire eerdied.v. is en gebruiken de methode van
variatie van constante om deze op te lossen.
We reduceren de d.v. en krijgen:
d 1

—+=r=0
dg 6

Deze homogene d.v. lossen we op via scheiden vaabeten:
i+Er :O:iz——lr :—1dr =——1d8 ofr = 0=
dgé 6 d é r g

[*dr=[-2d6 ofr = 0
r 7
In|r| =~In|6|+C ofr =0

gl = g ofr = 0

eC
rf=——-ofr=0
| | eln\e\
eC
r=+t— ofr=0=r =AEI} metAOR
4 Z
A(6) .
We variéren de constante en proberéﬁ) = 5 als oplossing van de gehele d.v..

We bepalen de afgeleide vagé):

o OIN(8)-A(6)D _1
r'(6) = LR = S (6) s A6)

Invullen in de oorspronkelijke d.v. geeft:

dr
01+6%*)— +(1+6°%)r =62
( )dH( )

o(1+ 92)(% A () —9—12 A(H)j+(1+ eﬂ@ =0’
_1+6°
6

, , B 62 B 62

2
(1+6%) A () L1

A(6)

A(6)=6°



We bepalen de integraal in het rechterlid.

& _(l+ef-1 . 1467 1 _
j1+6?2d0_j 1+ 62 OIH_I1+6?2 e "
1 _
J'1—1+ 7 46=0~ arctar{g) +C

We hebben dus\(6) berekend:A(6) = 8-arctan(d)+C

A&
We vullen dit in de voorgestelde oplossinfg) = (8 ) in en vinden:

()= A(6) _ @-arctar(6) +C :1—£arctar(6?) .C
6 6 6 6

Opgave 10

In een LC-netwerk id. =0,10 H, C=0,10 Fen u(t)=3,6cod 8) V. Opt=0 geldti(0)=0 A
enq(0)=0C.

Bepaal de ladingsfunctig(t) van de condensator en teken de grafiek ervan.

Uitwerking
De vergelijking horend bij een RLC-netwerk staaparagraaf 7.7.3:

d’g _dq 1

L29 Ry g =u(t

@ Ra cdul

In deze vergelijking kiezen we =0,10, R=0, C=0,10 enu(t) =3,6cog 8).
We krijgen:

2
0,108 9+ o9+ L = 36006 8=
d 0,10

2

FS'+100q= 360§ B

Dit is een tweede orde lineaire d.v. met constaa&dficiénten.
We reduceren deze vergelijking en stellen de karatieke vergelijking op:

De karakteristieke vergelijking isi* +100= Q
Oplossen geetft:

A?+100= 0= A = 10i ofA =— 10

De oplossing van de gereduceerde d.v. is dan:
Oor (1) =C€” cos(1@) +C £* si 10 =
Ohorm (1) =C,c08(1@) +C, sir{ 10

We zoeken een particuliere oplossing en proberegrapd van het rechterlid van de gegeven d.v.:
Opare (1) = Acos(8) + B sir{ 8)

De constanteA enB bepalen we met de methode van de onbepaalde ¢ééfén.
We bepalen eerst de benodigde afgeleiden.

Opar (1) = Acos( 8) + B sir( 8)

0o (1) =—8Asin(8) + 8B cof 8

Opae (t) = —64Acod 10) - 68 sifi 10
Invullen in de gegeven d.v. levert:



2
%uom: 36c0f ©

-64Acod 8)- 68 sif B+ 1000 céstlB-B  it)p=  36¢as
36Acoq 8)+ 38 costy= 36c0)8

Dit levert:
36A= 36 A=1
=
36B=0 B=0

Dus q,,,(t) =1Ccod 8) + Msift B = costy
De algemene oplossing van de gegeven d.v. is dan:

Oig (1) = Gpom (1) + 01, (t) =C cos(1@) +C , si{ 10+ cost
We verwerken de beginvoorwaarden.
Gegeven igy(0)=0C
Invullen in de algemene oplossing geeft:

C,cos{0+C, si{ 0+ cof p= &C+ 4 &C =-
Gegeven is 00k(0) =0 A.

We weten dat (t) =%, dus

i(t):%(clcos(l(bhcz si{ 10+ costh)=- m sinto- ap dostho  dsth

Invullen vani (0) =0 A geeft:
-10C, sin( 0 + 1@, coé D- 8sin )&
10C,=0=C,=0
De gevraagde oplossing die voldoet aan
de beginvoorwaardenis dus:

q(t) =-1Ctod 16)+ @sif W)+ cdstf
=-cos(1@) + cof §

De gevraagde grafiek staat hiernaast.

Opgave 11

Een verticaal hangende schroefveer heeft een vesteote van 100 N/m. Onder aan de veer hangt
een lichaam met een massa van 1,00 kg. De luchdteeer laten we buiten beschouwing. Het
lichaam heeft een beginsnelheid va?, 0 m/s in de evenwichtsstand.

a Bepaal de uitslag als functie van de tijd, algelgeven krach86sin( 8) Nis.
b Dezelfde vraag als bij a, maar nu als de uitwgméracht36sin( 1@) Nis.
c Teken de grafieken van de functies die in a gavonden zijn.

Uitwerking algemeen

We doen de volgende aannamen:

De richting naar beneden kiezen we positief.

De uitwijking vanuit de evenwichtsstand noemenxwe

Op het lichaam werkt een aantal krachten.

o] De zwaartekrachF,, waarvoor geldtF, = mg, waarbijg de zwaartekrachtsversnelling is.

o] De veerkrachtr, , waarvoor geldtF, = kz, waarbijk de veerconstante erde uitrekking
van de veer is. Ten gevolge van de zwaartekra&htleeveer uit over een afstastbtdat de




evenwichtsstand is bereikt. Daar gelBj:= F,, dusmg =ks. De totale uitrekking van de

veer is: s+ x. Omdat de veerkracht omhoog gericht is gefgt= ~kz = -k (s+ x)

o] De dempingskracht is gelijk aan nul (geen luchtwizerd)

0 De gegeven uitwendige krachg,,

Voor de resultantd- van de krachten geld€&  =F, +F +F, +F;,
Voor de veerkracht geldt (zie bover); = -k (s+x)

Zoals hierboven aangegeven geldt bovendi&n mg .

Daarmee geldtF, = -k (s+x) = —ks—kx=-mg —kx en dus:

Fr&s = Fz + I:v + I:demp + I:uitw = mg - mg _kX+O+ I:uitw = _kX+ I:uitw
2
Voor de resultante van de krachten gekjf; = ma = m%.

De uitwendige kracht is ook gegever;,, = 36sin( 8)

Bovendien is de veerconstante gegewen100 N/men ook de massa van het lichaams=1.
Dit geeft:

Fr&s = _kX+ I:uitw
2 2
m—jtf =—100x+F,, = —‘;)2‘ +10=F,,,

Tot zover het algemene deel.

Uitwerking onderdeel a:
Als uitwendige kracht is gegeveR;
Dit geeft:

2

£+100x: 36sir{ 8)

Deze vergelijking lijkt sterk op die van opgave 10.
De karakteristieke vergelijking ist* +100= 0= A = 10i ofA =- 10
Er geldt dus:x, . (t) =C, cos(1@) +C, sirl 10
We zoeken een particuliere oplossing en proberen:
Xa (1) = Acos( 8) + B sir{ 8)

De constanteA enB bepalen we met de methode van de onbepaalde ¢éitén.
We bepalen eerst de benodigde afgeleiden.

X, (1) = Acos( 8) + B sir{ 8)
Xr')art (t)=-8Asin(8)+ 8B co$ B

X.,.(1) =-64Acod 10)- 68 sifi 10

Invullen in de opgestelde d.v. levert:
2

£+100x: 36sir{ 8)

-64Acod 8)- 68 sih B+ 100 cést)p-B )= 366in)
36Acoq 8)+ 368 costy= 36s(ntB
Dit levert:
{SBA: 0 {A= 0
=
36B = 36 B=1

=365sin( 8)

itw



Dus: x,,,(t) = 0Ctod &)+ Dsit B = sifi 1§
De algemene oplossing van de gegeven d.v. is dan:
Xaig (1) = Xoom(t) + X () =C cos(1@) + C , sirl 10 + sif t§
We verwerken de beginvoorwaarden.
De beginvoorwaarden zijr(0) =0 en X (0) =v(0) =-2
x(0) =0 geeft:C,cos( Q +C, sir{ 0+ siff p= €& C, =
We bepalerx (t):
X, (1) =-10C, sin(1@) + 1€, coé 10+ Bchstk
x (0) =-2 levert: -10C, sin( 0 + 1€, coé P+ 8cds)&- 2 @Q+ =8 =2C,=- .
De gevraagde uitslag is daarmee:

x(t) =0cod 10) + (- ) sif 10+ sifty= s(ntp- din ti

Uitwerking onderdeel b
Alleen de uitwendige kracht wijzigt ten opzichten@nderdeel a. Er geldt n&,,, =36sin( 1@) N

De vergelijking is nu:

2
OIT;‘+100x: 36sir{ 16)

De oplossing van de gereduceerde vergelijking ifkgean die in onderdeel a:
X.om (1) =C,cos( 1@) +C, sir{ 10
We zoeken een particuliere oplossing en proberen :
X,an (1) =t ([ Acos(1@) + B sir{ 10))
Let op de factot, deze is nodig omdatin(1@) een term is varx, . (t) .
We bepalen eerst de benodigde afgeleiden.
X,ar (1) =t [[Acos(10) + B si{ 10))= At cds 1D+Bt sin 10
X (1) = Acos(1@) - 10% sif 10+ B sih 1+ B cpst)o
=(A+10Bt) cod 10) + (B~ 1@¢) sif 10
X (t)=(0+108B) cod 1) +(A+ 1Bt){- 1p s tb+( © 2) dintle(B- AQO 10(os)
=(10B+10B - 100At) cof 1)+ (-10A-10@Bt- 1) siff 10
=(20B-100t) co$ 10+ (- 28— 1) sin 4o
Invullen in de opgestelde d.v. levert:
%ﬂom: 365sir 10)
((20B-1004t) co§ 10 +(- 28~ 1@@) sin 0)+ 108 ¢ostOBt (sin))e  36si)
(20B-100At + 10G\t) cof 1)+(- 28- 1@+ 1BO &intle  3dsirt)10
20B coq 10) - 2@ sifi 10= 36sin 10
Dit geeft:
20B=0 A=-18
{—ZOA: 36 {Bz 0
Dus:
%o (1) = Atcos(1@) +Bt sifl 10 =~ 18 cds 1L

En daarmee:
Xag (1) = Xoom (1) + X (1) =C cos(1@) +C , sit 100~ 18 cds 1k



We verwerken de beginvoorwaarden.
De beginvoorwaarden zijr(0) =0 en x' (0) =v(0) =-2.
x(0) =0 geeft:C,cos{ 0+C, sifl 0- 1,8 U cds)& HC - H HBC, =
We bepalenx (t)

X, (t) =-10C, sin(1@) + 1€, cob 10- 1,8cpst)e- t18 int)
X (0) = -2 levert:

~10C, sin( 0 + 1@, coé b~ 1,8c¢s)® MBI §ir) H-

10C,-1,8=-2=C,=-0,02 '
De gevraagde uitslagis daarmee:

x(t) =0Ceod 16) + (- 0,02 sif 10— 18 cbstl

=-0,02sin( 10)- 1,8 cds 1D

Uitwerking ¢
grafiek bij onderdeel a geafiek bij onderdeel b
2
107 ” H
5_
0] H 3 0 anﬂvn I\ n n I\n . .
1 B 7
2 =104 U
Opgave 12

Een man met een massa van 80 kg zit in een boetjduitenboordmotor met een massa (inclusief
motor) van 220 kg. De buitenboordmotor van het jedetvert een constante kracht van 840 N. De

weerstand die het zeewater op de boot uitoefertjaaredig met de snelheid van de boot. Bij een

snelheid van 3,0 m/s is deze weerstand 360 N. Weawaartekrachtsversnelling geldt

g=9,8 m/s.

a Wat is de maximale snelheid die de boot kan ken&i

b Bepaal de snelheid als functie van de tijd, albabt op tijdstipt =0 nog stil lag.

Uitwerking algemeen
Op het bootje werken twee krachten. Een constaathkF,, waarvoor geldt:F, =840N, die

geleverd wordt door de buitenboordmotor. De riaglptran deze kracht kiezen we positief.
Ook werkt op het bootje een weerstandskrdgyt, , die tegengesteld is adf), . F, g IS

eerst
evenredig met de snelherd/an de boot, dus geldtf, ., =clV¥
Verder is gegeven dat voer= 3 geldt: F,,, =360.
Dit geeft: 360=c[B, dusc =120 en daarmeéd-

weerst

=120v.
Voor de resultanté _van de krachten geld€  =F, +F

weerst
Voor F,, geldt bovendierF,  =ma= my.

dt
Ook is de totale massa bekemd= 220+ 80= 30(
Dus geldt:

=840-12%



F_ =840~ 120 = m% = 846- 120=

3oo%+ 120 = 84(33%+ 0OMd= 2.8

We lossen deze®brde d.v. op.

De karakteristieke vergelijking ist +0,4= 0, dusA =-0,4.

Dus: v, (t) =Ce®*

Als mogelijke particulier oplossing kiezen we eemstante, omdat het rechterlid van de d.v. een
constante is. Dusz_, (t) = A

Dan geldt:V

part

part

(t)=0.
Invullen in de d.v. geeftg—\t/+0,4v= 2,8 Ok 0,A= 2,8 A=

We weten nu de algemene oplossiug; (t) = v, (t) +v ., (t) =Ce®* + 7

part

Uitwerking onderdeel a
Als we er van uitgaan dat de snelheid gedurendedren toeneemt, dan geldt:

v (1) = imv, , (t)= lim (e +7)=CD+7=7
De maximale snelheid bedraagt dus 7 m/s.

Uitwerking onderdeel b
Als extra is nu gegeven(0) = 0.

We weten:v,, (t) =Ce®* + 7.

Er geldt daarom:
0=Ce%*+ 7= 0=C+ 7=>C=-1
Dit geeft:
vt)=Ce®* +7=-7e""+ = = 7&*




