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Uitwerking herhalingsopgaven deel 2

Hoofdstuk 6 (Meervoudige integralen, bol- en cilindercodérdinaten)

Opgave 1
a
Laat X variéren van 0 tot 2; kies een willekeurige maar wel vaste X tussen 0 en 2; de

bijbehorende y varieert van 0 tot ,/1— % X .

Korter:

0<Xx<2en OSySJI—%xz

De andere gebiedsbeschrijving in rechthoekscodrdinaten:

0<y<len0<x<2{1-y*
Gebruikt is: %x2+y2 :1:>%x2 =1-y’ =X =4(1-y*)=>x=2y1-y’ , omdat x>0
We gaan het gebied nu in poolcodrdinaten beschrijven. Het gebied wordt begrensd door de

1 . . 1
hoeken ¢ =0 en ¢ = ST Voor een willekeurige, maar vaste waarde van ¢ tussen 0 en ST

varieert de straal r van 0 tot op de ellips. We gaan de vergelijking van de ellips %Xz +y =1
omzetten in poolcodrdinaten door te substitueren X =rcos¢ en y=rsing:

1 . 1 .
ZI’2 cos’p+r’sinp=1< rz(zcosz(p+sm2 go)zl

N 1 4

= = I = 5 —
Zcoszgo—i-sinzgo cos” @ +4sin” ¢
2
=r= , omdatr >0
Jeos® p+4sin® @
. . 2
Voor een willekeurige, maar vaste ¢, loopt de straal r dus van 0 tot .
\/cos2 @ +4sin’ @

De beschrijving van G in poolcodrdinaten wordt daarmee:
2

cos’ @ +4sin’ ¢

1
OS(/)SEn en 0<r<

b
De vergelijking van de cirkel x* +(y - 1)2 =1 wordt na het uitwerken van de haakjes:
X*+y> -2y =0.
De x- codrdinaten van de snijpunten van de cirkel met de lijn berekenen we door y = —X te
substitueren in X* +Yy> +2x=0:
X+ X +2x=0=2x" +2x=0=2x(Xx+1)=0=>x=0vx=-1

Het is nodig het gebied in twee delen te splitsen voor de beschrijving in
rechthoekscodrdinaten. We beschrijven het gebied: X loopt van —1 tot 0 en voor een

willekeurige, vaste X op het interval [—1, 0] loopt y van —1 tot de cirkel.
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We lossen Y op uit X° +(y—1)2 =1:
X +(y—1)2 :1:>(y—1)2 =l-X=y-l=t/1-X 2> y=1+1-%X
In dit geval is y > 1, zodat er geldt: y =1+~/1-X’
Vervolgens loopt X van 0 tot 1 en voor een willekeurige, vaste X op het interval [0,1] loopt y

danvan y=1-+1-%> toty =1+~1-x>.

Kortweg:
{—1<x<0 en X<y <T+/1-X

0<x<1 en I-+1-X<y<I+1-X

De afleiding van de tweede gebiedsbeschrijving in rechthoekscoordinaten is op
overeenkomstige wijze te geven en wordt achterwege gelaten. De beschrijving is:

0<y<0 en —y<x<42y-y?
1SYy<2 en —2y—y> <x<42y-Vy?

We gaan het gebied nu in poolcodrdinaten beschrijven. Het gebied wordt begrensd door de
hoeken ¢ =0 en ¢ = %n . Voor een willekeurige, maar vaste waarde van ¢ tussen 0 en %n
varieert de straal r van 0 tot op de cirkel. We gaan de vergelijking van de cirkel
x> +y*> =2y = 0 omzetten in poolcodrdinaten door te substitueren x> + y* =r> en
y=rsing:

r’=2rsing=0<r(r-2sing)=0=r=0vr=2sing
Voor een willekeurige, maar vaste ¢, loopt de straal r dus van O tot r =2sin¢.
De beschrijving van G in poolcodrdinaten wordt daarmee:

OS(DS%TC en 0<r <2sing.

Opgave 2
a
Schets van het gebied:

Figuur 1
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Tweede gebiedsbeschrijving:

0<x<lenl-x<y<+l-%X

b
Schets van het gebied:

-2 0] 2 X—as

Figuur 2

Tweede gebiedsbeschrijving is in twee delen:
Ify<2en-2<x<2

2<y<6en —2<Xx<—Jy-2

2<y<6en Jy-2<x<2

Opgave 3

a
24u _ Ju
.”(u+v+1)dvdu: uv+%v2+vJ du
0 -u - v=—u

EA |
u?2 +5u+x/a—(—u2 +%u2 —u) du

1 oct—n O ot—

3 1
1 3.3 2
Eu2+u2 +2u+u2Jdu

2
5 3
1 3,25 .3 2,25 _4 2 4 [ _ 44 13
U Ut Ut } _3+54\/2+3+3 2_15\/2+3
0
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gltcos y+t*)dydt = I{jcos(yﬂz)d(yﬂz)}dt

I [s1n(y+t )]tyzodt J. (sm 2t ) sin(tz))dt

I sm 2t dt Itsm dt

_ 1 2\ 1
= (Zn )+Z+ cos(n ) 5
1 1
= (Zn )+Ecos( )_Z
Opgave 4
a
We draaien de integratievolgorde om, zie figuur 3
y—as
1
Yy =cos X
X = arccos Y
0] Ip X—as
Figuur 3
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cos X

[ e dydx
0

O ey —

arccos y
J. eSlnX dX dy —
0

— esinx [y]COSX dx

y=0

sin X

™ cos xdx

es"* dsin x

o'—.'\’;‘lh‘ o'—'N;‘lH oe I\);\l—* ot I\);\l»—*

1 1
_ [esmx}g" _ 651“5" _esmo —e—1

b
We draaien de integratievolgorde om, zie figuur 4

y—as
y=x
X=4Y
) R -
y Lo____ 1
(o] X i X—as
Figuur 4
y—as &
y=x
X =]y
) [ IR {--
y 1. l
0] X 1I X—as
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dy dx

o —
t‘c_'._
—_—
+
>
o
o—

1 X
=j\/1+x2'|'y_5dydx

0 0

1 na
:j\/1+x{2y2} dx

0

Opgave 5

We gaan over op poolcodrdinaten

242y-y’

0

Het gebied G volgt uit de integratiegrenzen:
Voor een Y tussen 0 en 2 varieert X van 0 tot X = /2y — Y’

x:m: X2+y?-2y=0=x+(y-1)’ =1

De laatste uitdrukking is de vergelijking van de cirkel met middelpunt (O,l) en straal 1. Het
gebied G is geschetst in figuur 5.

y—as

! [ (x+y)dxdy = Lj(x2 +y? )dxdy

Figuur 5
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We gaan G in poolcodrdinaten beschrijven. Vrij eenvoudig is in te zien dat 0 < ¢ < %n . We

zien ook dat voor willekeurige, maar vaste ¢ tussen 0 en %n de straal r loopt van 0 tot op de

cirkel. Om de waarde van r op de cirkel te kunnen bepalen, moeten we de cirkel in

poolcoodrdinaten beschrijven.

In de vergelijking X* +Yy* —2y =0 substitueren we y=rsing en X*+y> =r>.

Dit geeft:
r’—2rsing=0=r(r-2sing)=0=r=0vr=2sing

Dit betekent dat voor een willekeurige, maar vaste ¢ de straal r loopt van 0 tot 2sin¢.

De gebiedsbeschrijving in poolcodrdinaten is:
OSgosén en 0<r<2sing.

De berekening van de gevraagde integraal verloopt nu als volgt:
1
En 2sing
[[(¢+y*)axdy = [ [ ridrdp
G 0 0

o
Zsm(p
1
[[ir]
4
0
1

-7

2
=4 I sin* pdg
0
We werken sin* ¢ om tot een integreerbare uitdrukking:

sin* ¢ = (sin2 gp)z

2
Z(1 2¢0s2¢ +cos’ 2¢))
%(1 2¢0s2¢p+— (1 cos4¢)))
=i

1

—2c0s2¢p— cos 4(p)
Er volgt:

1
x> +y? )dxdy = 42 sin* pdgp

[+ oty =]
1

T

2
= J-(%—2c0s2¢)—%cos4¢))d¢):
0

| —

a
| —
| —

a

T

cos 2(pd(2¢)) !

1

dp— cos4pd(49)

©
o'-—-."’
o'—.'\’

3
2

-

@—sin2¢p— fs1n4¢)J =%n

| W
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b
We gaan over op poolcodrdinaten

J% Tz J4—x> —y*dxdy = ”\/4—x2 —y* dxdy
0 0 G

Het gebied G volgt uit de integratiegrenzen:

Voor een X tussen 0 en 2 varieert y van 0 tot y =+/4— X’

y=v4-x’ =>x’+y’=4

De laatste uitdrukking is de vergelijking van de cirkel met middelpunt (O, 0) en straal 2. Het

gebied G is geschetst in figuur 6

y—as

Er volgt:
Vaox®

S C—

Figuur 6

I J4-x> -y’ dxdy = '[J.\/4—x2 — y* dxdy
0 G
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Opgave 6

Het vlak x+y+2z =2 is de grafiek van de functie z = f (X, y) =2—-X-Y. Het lichaam wordt

begrensd door de grafiek van f en het gebied G in het xy-vlak volgens figuur 7

Figuur 7
1 X
V:J'.[z X — ydxdy:jj 2 X — ydxdy
0

y=x*

10 0

1 1 7 6+15-70+60 11
=—+———+1=

10 4 6 60 60
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Opgave 7
Een schets van het gebied is te zien in figuur 8

y—as

Figuur 8

O = [[axdy = i lj dydx
G

-1 y=x+1
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Opgave 8
Een schets van het gebied is te zien in figuur 9

y—as

/3 o} 3 \ X—as

Figuur 9

3 9-x?

I =”x2dxdy:J‘ _[ x> dydx

-3 y=0
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Opgave 9
Een schets van het gebied is te zien in figuur 10.

y—as

Figuur 10

Er geldt:
l, = J'J'p(x, y)r’dxdy = H(xz + yz)zdxdy
G

G

We gaan G in poolcodrdinaten beschrijven. Vrij eenvoudig is in te zien dat —% n<p< %n .

We zien ook dat voor willekeurige, maar vaste ¢ tussen —%n en %n de straal r loopt van 0
tot op de cirkel. Om de waarde van r op de cirkel te kunnen bepalen, moeten we de cirkel in
poolcodrdinaten beschrijven.

De vergelijking van de cirkel (X - 1)2 +y* =1 is na het uitwerken van de haakjes te

herschrijven tot x> +y> —2x =0
In de vergelijking x* + y> —2x =0 substitueren we X=rcos¢ en X’ +y> =r".
Dit geeft:

r’—2rcosp=0= r(r—2cosg0)=0:> r=0vr=2cos¢

Dit betekent dat voor een willekeurige, maar vaste ¢ de straal r loopt van 0 tot 2cos¢ .

De gebiedsbeschrijving in poolcoodrdinaten is:
1

1
—Enﬁq)ﬁin en 0<r<2cosg.

De berekening van de gevraagde integraal verloopt nu als volgt:
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2™ 2cosp

1
2
2
”(x +y *dxdy = ‘1[ jrdrd(p
2

G

98]
[\

1
2"
= I cos® pdg
1
2
Deze laatste integraal is handmatig veel werk, maar het is wel mogelijk. We moeten dan als

volgt handelen:

cos’ p = (cos (p)

( 1+cos2go j

8(1+30052¢+3cos 20+ cos’ 2(0)
1 1 )

=3 1+3cos2¢+3 E(l+cos4(p) +cos’ 2¢ cos 2¢
1(5 3

=—| =+3cos2¢p+=cos4p+(1—sin*2¢p)cos2
8(2 @+ cosdo( ?) coj

%(% +4cos2¢p +%cos 4 +sin’ 2¢pcos 2(pj

Nu is elke term te integreren:
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1
ET[
H(xz + yz)zdxdy _32 J. cos’ pdp
G 3 1
as
L
4% (5 3
=— | | =+4cos2¢p+=cos4p+sin*2¢pcos?2
. !(2 @+ cosdp @ cojdco
us

1

0T 167 x 47
Y J; dgo+? J; cos2godgo+2'!‘ cos4godgp+§ '1[ sin® 2 cos 2pd ¢
" 2" 2" "
1 1 1 1
0%, 8% 1% 2%
=? '1[ d(p+§ _1[ cosZ(pd(Z(p)JrE ‘!. cos4(0d(4g0)+§ J; sin’ 2(pd(sin2(0)
211 —En 751[ 757[

1
10 8 1 2 2" 10
=| —@+—sin2p+—sin4de+=sin> 2 =—7
[3(" AT ST, 41,[ 3
2

Opgave 10
0<p<2m, 0<r<2en —r’+1<z<+r’+1
Opgave 11

0<p<2m, Osegén en 0<r <2cosé
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