Hoofdstuk 8 Rijen en reeksen
8.7 Herhalingsopgaven
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a,=a=3,4 =a+v=3+1=4,a,=3+2=5,s,=a,+a +a,=3+4+5=12;
=i(n+)(a,+a,)=3(n+D(a+a+nv)=3(n+1)(6+n)

1b

a,=a=2,q =a+v=2-1=1,4,=2-2=0,s,=a,+a, +a,=2+1+0=3;
=i(n+)(a,+a,)=1(n+D(a+a+nv)=1(n+1)(4—-n)

2a
a,=a=2,a=ar=2-1=1,a,= 2() =1 s,=a,+a+a,=2+1+1=31;
1 n+1 (1 n+1
Sn=%(n+1)(ao+an)=a(l_rr ) W 1(_22 :4(1—(5)””)=4(1—2-“-1)
2
2b
ao:a:3,a1=ar=3‘(—%)=—1,a2=3-(—%2:%,32:a0+a1+a2:3—1+%:2%;
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a,=6=a+4v=6=>a=6-4v (1)
a,+a =a+a+v=2a+v=19 (2)
(1) ingevuld in (2) geeft 2(6—-4v)+v=12-7v=19=v=-1
Dus a=6-4v=10
De som van de eerste 25 termen betekent n=24 in s, =3 (n+1)(2a+nv)

5,, =1(24+1)(2-10—24) =50

a,=ar’=-1(1)
l——llza— ;@-nN®
(2) ingevuld in (1) geeft 2(L—r)r*=-1
Deze 4°-graadsvergelijking moeten we met de Solver van de GR of (bijvoorbeeld)
Maple oplossen en levert r =—2, hieruit volgt a=2-2=2.
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2((3)" +1-36) () + X 03
k=1 k=1 k=1
In de eerste som herkennen we een meetkundige reeks met 10 termen, a=4a, =5+ en

1_(1)10
=2 dus met som & ——*~1 =1 281637...
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In de tweede som herkennen we een rekenkundige reeks met 10 termen, a, =1-3=-2
en a,, =1-30=-29; de som is dus ; (aantal termen)(eerste term + laatste term) =
1.10(-2-29) =-155

De totale som wordt dus (afgerond) 1,28164 —155 = —-153,71836
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f (x) =tan x

' _ l _ -2
f'(x) = (05 X)° = (cos x)

f"(x) =—2(cos x) *(-sin x) = 2(

sin x

cos x)*

5 =21(x)f'(x)

=f(Gn)=tan(sm) =1
_fGn 1
- - 2
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"ne1
azf;w 1.2f@m)f(dm)=2
De Taylorreeks in x=1m begint dus met de termen 1+2(x—1m)+2(x—1 1)’

7a
Merk eerst op dat f(x) =e™, f'(x)=2e", f"(x)= (%) fO(x) = (%)
a,=f(0)=1
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De Taylorreeks in x =0 wordt dus
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f(z)=2%"= f(0)=0
f'(z)=2ze " -7 * =2z - f(2)= f'(0)=0-f(0)=0
f"(z)=2e"-2z2e°—f'(z2)=2e7"-2ze* -2ze “+ f(2)=2e" -4z + f(2) = f"(0) =2
fO(z)=—2e7—4(e" —ze7 )+ f'(z) =—6e " +4ze™" +22e 7 — f(2) =—6e " +62¢ " —  (2)
£O(0)=—6
f@(2)=6e"+6(e7" —ze7 ) f(z) =12¢" —6ze " —2ze"" + f(2) =12¢* —8ze* + f (2)
£ (0) =12



fO(z)=-12e7" -8(e* —ze* )+ '(2) =—20e * +8ze * +2ze * +  (z) =—20e * +10ze * - f (2)

f®(0)=-20
De regelmaat is nu zichtbaar:
f9@2) = (-D)"(k-Dke* + (=D (2k)ze * + (-1 f'(2) = FY(0) = (k -1k

a,=f(0)=0
f'(0)
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a, = 90 _ D" (k-Dk = (-1)" ! (vanaf k =2)
k! k! (k—2)!
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De Taylorreeks in z=0 dus: )’ D
iz (k=2)!

8a
f(X)=1+x)°= f(0)=1=a,=1

f'(x) =8(L+X) = f’(O):8:>a1:%:8

£7(x)=8-7(1+x)° = f"(0) =56 = a, :§=28

Op soortgelijke wijze zien we a, =8';—l'6:56, a, = 8'746.5 =70,
a4=8-7-6-5-4=56, a, =8-7-6-5-4-3=28’ a, =8-7-6-5-4-3-2=
5! 6! 7!

8.7.6.5.4.3.2.1
%= 8!
vanaf k =9.
Conclusie: (1+x)® =1+8x+28x* +56x° + 70x"* +56x° + 28x° +8x’ + x°

8 en

=1. We zien dat vanaf k =9 de k-de afgeleide O is, dus a, =0

8b
f(2)=(z-1*= f(0)=1=a, =1
f'(2)=8(z-1) = f'(0)=-8=7a, =_1—?=—8

£7(2)=8-7(z—1)° = £"(0) =56 = a, =%:28



8-7-6 8:7-6-5

Op soortgelijke wijze zien we a, = TR -56, a, = EETRE 70,
, 87654 o 876543 . 8765432
5! 6! 71
=8'7'6'5é|4'3'2'1:1. We zien dat vanaf k =9 de k-de afgeleide 0 is, dus a, =0
vanaf k =9.

Conclusie: (z—-1)° =1-8z+28z° —56z° + 70z* —562° +282° —8z' + z°

> taylor((l1-v)*3,v=0,4);
1-3v+3v2-v

> taylor((1-z)~(-1/3),2z=0,4);
1+Ez+gzz+E23 0(24)
3 81

> taylor((1-z)~(-1/4),z=0,4);

1+lz+iz +£z +O(z)

4 32 128

> taylor ((16+w)~(-1/4) ,w=0,4) ;
116G 1 6@ 5 156G 2 15 15643 ow?
16 1024 131072 8388608

> evalf (%) ;
0.5000000000 - 0.007812500000 w + 0.0003051757813 W2 - 0.00001430511474 W3 +O(w 4)

Met convert (%, polynom) kunnen we de ordeterm desgewenst verwijderen.
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> g:=x->(cos(x))"2;

g=X® cos(x)2

> taylor((cos(x))*2,x=0,6);

1-X +1x4+0u]
3

> convert (%,polynom) ;

1-X"+ZX

> f:=unapply(%,x);

f=x® 1- x2+%x4

> £(Pi/3);



> $-g(Pi/3);

> a:=evalf (%) ;

> h:=x->(sin(x))*2;

> taylor (h(x) ,x=0,6);

> convert (% ,polynom) ;

> k:=unapply(%,x) ;

> k(Pi/3);

> %-h(Pi/3);

> b:=evalf (%) ;

> a+b;

a = 0.0542377461
— i)\ 2
h:=x® sin(x)

x2 - E x* 4 O(x6)
3

b :=-0.0542377461

0.

Aan de antwoorden met de waarden a en b zien we dat de reeksen nog niet voldoende
nauwkeurigheid geven. Het verschil met de werkelijke functiewaarden is ongeveer 0,05. De
nauwkeurigheid in de benadering kan alleen worden verbeterd door meer termen te nemen.

Merk op: (cosx)® +(sin x)? =1, voor alle x, ook voor de Taylorreeksbenaderingen.



